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Resumo

Existe, via de regra, uma correspondéncia entre a evolucdo de um modelo matemdtico e a prépria evolugdo da
matemdtica. Esta afirmacdo é mais evidente quando tratamos de modelos matemdticos de alguma realidade. O
estudo da dindmica populacional dd uma idéia do processo evolutivo dos modelos matemdticos. Os postulados de
Malthus que indicavam inicialmente um crescimento populacional exponencial deram origem a formulagdo de
modelos com crescimento inibido. Atualmente, novas técnicas e conceitos matemdticos propiciam novos modelos
—¢é o0 caso da Teoria fuzzy, dos automatos celulares e dos sistemas dindmicos acoplados.
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Abstract

There is usually a correlation between the development of a mathematical model and the evolution of mathematics.
This statement is more evident when dealing with mathematical models of some reality. The study of population
dynamics gives an idea of the evolutionary process of mathematical models. The Malthus postulated that initially
showed an exponential population growth led to the formulation of models with inhibited growth. Currently, new
techniques and mathematical concepts provide new models — it is the case of fuzzy theory, cellular automata and
coupled dynamical systems.

Keywords: Mathematical modeling, population dynamics, evolution of models.

*rodney@ime.unicamp.br

Recebido: 19/03/2014 Aceito: 19/03/2014



98

Bassanezi: Malthus e a evolugao de modelos

1 Introducao

ciéncia contemporanea ¢é fruto de experiéncias

planificadas e auxiliadas por teorias sujeitas a

evolugao. A consisténcia de uma teoria ou sua
propria validagao tem sido dependente, muitas vezes,
da linguagem matematica que a envolve — “Toda teoria
especifica é, na verdade, um modelo matematico de um
pedaco da realidade” (BUNGE, 1974).

Quando se propoe analisar um fato ou uma situagao
real cientificamente, isto é, com o propdsito de substituir
a visao ingénua desta realidade por uma atitude critica
e mais abrangente, deve-se procurar uma linguagem
adequada que facilite e racionalize o pensamento. O
objetivo fundamental do uso de matematica é de fato
extrair a parte essencial da situagao-problema e forma-
liza-la em um contexto abstrato onde o pensamento
possa ser absorvido com uma extraordinaria economia
de linguagem. Desta forma, a matematica pode ser vista
como um instrumento intelectual capaz de sintetizar
ideias concebidas em situa¢des empiricas que estao quase
sempre camufladas num emaranhado de variaveis de
menor importancia.

O método cientifico passou a ser constituido da mis-
tura de auddcia especulativa com a exigente comparacao
empirica, e as teorias obtidas passaram a compor siste-
mas de afirmag¢des com os quais se pode inferir outras
afirmacdes, quase sempre com ajuda da matematica ou
da légica.

Nas pesquisas cientificas, a matematica passou a
funcionar como agente unificador de um mundo ra-
cionalizado, sendo o instrumento indispensavel para a
formulagao das teorias fenomenoldgicas fundamentais,
devido, principalmente, ao seu poder de sintese e de
generalizacao.

O reconhecimento de uma teoria cientifica passou a ter
como condicao necessaria o fato de poder ser expressa em
uma linguagem matematica. A propria matematica teve
uma evolucao substancial, neste século, em decorréncia
também da falta de estruturas disponiveis ou adequadas
para descrever os fendmenos observados. Por outro
lado, o advento dos computadores digitais favoreceu o
desenvolvimento e a aplicagao da matematica em quase
todos os campos do conhecimento.

Quando se procura refletir sobre uma porgao da
realidade, na tentativa de explicar, de entender, ou de
agir sobre ela, o processo usual € selecionar no sistema,
argumentos ou parametros considerados essenciais e
formaliza-los através de um sistema artificial: o modelo.
A defini¢ao de modelo matematico pode ser encontrada
nas mais distintas formas, dependendo do contexto
em que esteja inserido. Chamaremos simplesmente de
Modelo Matematico um conjunto de simbolos e relagdes
matematicas que representam de alguma forma o objeto
estudado e de Modelagem Matematica o processo dina-
mico utilizado para a obtengao e validagao de modelos
matematicos. A importancia do modelo matematico

consiste em se ter uma linguagem concisa que encoraja
manipulagao e expressa nossas ideias de maneira clara
e sem ambiguidades, além de se ter as maos um arsenal
enorme de resultados (teoremas) que propiciam o uso
de métodos computacionais para calcular suas solugdes
numeéricas.

Nosso objetivo aqui é mostrar, com um exemplo, a
correspondéncia existente entre a evolugao de um mo-
delo matematico e a propria evolugao da matematica.

2 Evolucao dos modelos populacionais

O estudo da dinamica populacional da uma ideia
do processo evolutivo dos modelos matematicos. A
proposta de utilizagao de “modelos” para estabelecer
o crescimento populacional comegou com o economista
inglés Malthus (1798). Seu modelo é baseado em dois
postulados:

1. O alimento é necessario a subsisténcia do homem;

2. A paixao entre os sexos € necessaria e devera se com-
portar, aproximadamente, como um estado permanente.

Supondo que tais postulados estejam garantidos,
Malthus (1798) afirma que “a capacidade de reproducao
do homem é superior a capacidade da terra de produzir
meios para sua subsisténcia. Assim, a populagao quando
nao obstaculizada, aumenta a uma razao geométrica en-
quanto que os meios de subsisténcia aumentam apenas
em uma razao aritmética. Pela lei de nossa natureza, que
torna o alimento necessario a vida do homem, os efeitos
destas duas diferentes capacidades devem ser manti-
dos iguais”. Segundo Malthus (1798), a miséria seria,
na verdade, um fator positivo, que atuou ao longo de
toda a histéria humana, para equilibrar a despropor¢ao
natural entre a multiplicagdo do homem e a produgao
de alimentos.

Apesar da proposta de Malthus para o crescimento
populacional ter dois postulados, o que se tornou conhe-
cido como Modelo de Malthus foi apenas o crescimento
exponencial. Tal modelo assume que a populagao cresce
como uma progressao geomeétrica, isto €,

Pua=r Pu. (1)

Assim, dada uma populagao inicial Po, em n anos
esta populagdo seria Pn=1"Po.

Neste caso, se considerarmos o crescimento popu-
lacional teremos:

Pua = Pu=(r - 1) Pa. @)

ou seja, o crescimento de uma populagao é proporcional
a populacao em cada instante, e desta forma a populacao
humana deveria crescer sem nenhuma inibi¢ao se r > 1.



Ciéncia e Natura, v. 36 Ed. Especial, 2014, p. 97-100

99

Salientamos que apesar deste modelo ser baseado numa
expressao matematica muito simples mesmo para época
em que foi formulado, nao foi Malthus que o fez — ele
apenas usou variaveis linguisticas em seus postulados.

O Modelo de Malthus propoe um crescimento de
vida otimizada, sem fome, guerra, epidemia ou qualquer
catastrofe, onde todos os individuos sao idénticos, com
0 mesmo comportamento. A previsao da populagao
mundial, segundo o modelo malthusiano, atingia na-
meros astrondmicos em pouco tempo o que tornaria a
Terra um planeta superlotado e inabitadvel. Também as
previsdes drdsticas em relagdo a alimentagao estavam
equivocadas pois nao se supunha o grande salto que
ocorreu na produgao mundial de alimentos entre os anos
de 1950 a 1998, quando passou de 247 quilos per capita
para 312 quilos (REVISTA VEJA, 1999). De qualquer
forma, a humanidade que levou milhares de anos para
atingir o primeiro bilhao de pessoas, em menos de dois
séculos conta com 6 bilhdes.

No modelo de crescimento populacional sem inibi-
¢do a taxa de crescimento intrinseco (natalidade menos
mortalidade) r é considerada constante e positiva. Mo-
delos mais realisticos pressupdem que esta taxa seja
uma fungao da populagao e decrescente com o tempo.

A modelagem matematica para descrever o crescimen-
to populacional evoluiu, passando por varias modifica-
¢Oes apos Malthus. Um dos modelos mais importante e
conhecido é do socidlogo belga P. F. Verhulst (1838 apud
MURRAY, 1990) que supde que toda populagao é pre-
disposta a sofrer inibi¢des naturais em seu crescimento,
devendo tender a um valor limite constante (capacidade
suporte) quando o tempo cresce. E um modelo de cres-
cimento mais significativo, do ponto de vista bioldgico
pois usa, de fato, os dois postulados de Malthus.

Os modelos de Malthus e Verhurst foram formulados
para tempo continuo, onde se supde que os individuos se
reproduzem a todo instante, o que na realidade poucas
populagdes bioldgicas satisfazem. Os modelos discretos
podem ser considerados mais realisticos, neste caso,
uma vez que contemplam a reproducao dos individuos
sazonalmente — tais modelos, em Ecologia, foram intro-
duzidos somente a partir de 1975 pelo ecélogo austriaco
Robert M. May que observou a complexa dinamica do
modelo logistico discreto sob a luz da teoria do caos,
mostrando que uma equagao de aparente ingenuidade
pode ter solugao sem comportamento previsivel (MUR-
RAY, 1990).

As formulagdes estocasticas dos modelos determinis-
ticos de Malthus e Verhurst s6 apareceram a partir de
1924 (Yule), sendo usados posteriormente por Bailey,
em 1964, e Pielou, em 1977 (MURRAY, 1990).

Na década de 40, Leslie (1945-48), modelou o cresci-
mento populacional compartimentalizando a populagao
por idade e estudando o fluxo entre os compartimentos
através da algebra matricial.

Os modelos matematicos de interagao entre espé-
cies foram independentemente formulados, através de

equagoes diferenciais por Lotka e Volterra (1926 apud
MURRAY, 1990). Seus famosos modelos de competicao e
predacao tém servido de parametros para uma infinidade
de outros modelos, embora possam ser considerados ex-
tremamente simplistas para atenderem a complexidade
inerente a natureza dos seres vivos. Por outro lado, as
tentativas de se medir o fator competicao na natureza,
utilizando os métodos classicos, ndo produziram resul-
tados satisfatorios. A propria subjetividade, advinda de
termos como competicao e complexidade, sugere o uso
de novas ferramentas matematicas. Alguns trabalhos
recentes, usando a Teoria Fuzzy, sdo dedicados as me-
didas dessas variaveis subjetivas (BARROS; TONELLIL
BASSANEZI, 2000).

De qualquer forma, um modelo matematico pode
dar apenas uma aproximagao de algum fendmeno da
realidade. Um fato curioso ocorreu quando manchetes
de todos 0s meios de comunicagdes anunciaram o nas-
cimento do bebé de niimero 6 bilhdes — a previsao para
tal evento dava como certo o dia 12 de outubro de 1999
as 11 horas e dois minutos (horario de Brasilia). Evi-
dentemente este fato estava baseado em algum modelo
matematico deterministico incontestavel mesmo porque
nao existiria maneira possivel de testa-lo. No entanto,
é claro que a probabilidade de se ter acertado é quase
nula, basta ver que a previsao para este acontecimento
fora anteriormente dada como sendo 16 de junho. Esta
diferenca, aparentemente insignificante, acarreta uma
diminui¢ao na populagao de, aproximadamente, meio
bilhao de pessoas em 50 anos. Entretanto, o que se pode
afirmar com alguma convicgao é que a Terra tinha na
ocasiao, aproximadamente, 6 bilhoes de pessoas, o que
nao deixa de ser preocupante.

3 A subjetividade matematica

A previsao do crescimento populacional de um pais
ou de uma regiao é fundamental para avaliar sua capa-
cidade de desenvolvimento e estabelecer mecanismos
que sustentem uma produg¢ao compativel com o bem
estar social. Entretanto, modelos matematicos nao se
prestam apenas para previsdes, eles podem também
ser utilizados para desvendar o passado. Neste caso,
uma simples coleta de dados pode fornecer elementos
para uma andlise estatistica do fendmeno passado, por
exemplo, dados cartoriais podem fornecer informagoes
regionais sobre variaveis relacionadas com casamento,
nascimento, morte, etc. e com isto, é possivel recuperar a
historia da regido. Salientamos que valores obtidos com
a analise de dados estatisticos sdao valores aproximados
ou incertos. A incerteza, proveniente da aleatoriedade
de eventos, ocupa um lugar de destaque no elenco da
matematica, com énfase na drea de estudos probabilis-
ticos. A Teoria da Probabilidade tem como foco central
a explicagdo da possivel ocorréncia de cada evento,
baseada numa distribuicao de ocorréncias passadas.
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Muitas vezes quando modelamos certas situagoes
da realidade, as varidveis linguisticas sao imprecisas
ou subjetivas e nem sempre dispomos de distribuicoes
estatisticas ou aleatdrias para fazer alguma avaliagao
aproximada, no sentido usual. Nestes casos, devemos
empregar outra estratégia de avaliacdo distinguindo ou
qualificando as varidveis por meio de graduagdes ou
de meias-verdades. Assim, se estamos interessados em
classificar elementos de uma populagao pela cor da pele,
usando apenas trés categorias Branco, Pardo e Negro, a
matematica classica faz uma distingao absoluta de cada
elemento — um individuo pardo nao é nem branco ou
negro. Entretanto, na realidade tal distingao é bastante
subjetiva, basta ver os gémeos que foram classificados
como pardo e branco para o ingresso na UnB. Uma
maneira de tratar as variaveis linguisticas subjetivas,
como as do caso anterior, € por meio da légica fuzzy
onde, as fronteiras dos conjuntos podem ser impre-
cisas — um mesmo elemento pode pertencer a dois ou
mais conjuntos, tendo a cada um deles um determinado
grau de pertinéncia. Se dissermos que um individuo é
branco com grau de pertinéncia 0,8 e pardo com grau
de pertinéncia 0,4, simplesmente queremos dizer que
ele é mais branco que pardo.

Se quisermos entender um fendmeno de migragao
entre regides, muitas variaveis subjetivas entram no pro-
cesso: Fertilidade, Fecundidade, Mortalidade, Morbidade,
Ambiente, etc. Um especialista pode dar informagoes
como: “Se o ambiente ¢ hostil, entao a fecundidade é
baixa, a mortalidade € alta e a emigracao ¢é alta”. Nes-
te caso, devemos estabelecer padroes ou fungoes de
pertinéncia para cada uma das varidveis linguisticas e,
utilizando uma base de regras, formada por inferéncias
como a anterior, podemos criar um modelo que déa a
dinamica de populagdes de regides que tém fluxos mi-
gratdrios. E claro que quanto mais subjetividade existir
no processo menos certeza temos na solugao — também,
quanto mais complexo for o sistema menos chance temos
que nosso modelo matematico represente o fendmeno
precisamente. Zadeh (1965) expressa bem este fenomeno
com seu Principio da Incompatibilidade: “Conforme a
complexidade de um sistema aumenta, nossa habilida-
de de fazer afirmagOes precisas e significativas sobre
seu comportamento diminui, até um limiar em que a
precisao e relevancia tornam-se praticamente caracte-
risticas mutuamente exclusivas”. Em relagdo a mode-
lagem matematica Einstein (1921) é mais contundente:
“Quando as leis da matematica se referem a realidade,
elas ndo sdo certas. E se sdo certas, ndo sdo referentes a
realidade”. — De qualquer forma, estas afirmagdes por
mais verdadeiras que sejam, nao devem desanimar o
modelador que sempre busca se aproximar cada vez
mais da verdade com seus modelos matematicos.
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