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Resumo

Neste estudo é analisada a fungdo de autocorrelagdo sugerida por Frenkiel (Frenkiel (1953)), a qual descreve os [6bulos
negativos observados no fendmeno de meandro para o vento médio horizontal. Esta fungdo é uma expressio hibrida
constituida por pardmetros turbulentos e de meandro, que descrevem estados puros e conectados de movimentos
turbulentos e de meandro. Além disso, a funcdo de autocorrelagio é comparada com dados de observagdes do
fendomeno de meandro medidos no norte do Brasil. Outro propdsito é os verificar requerimentos matemdticos e
fisicos associados a funcdes de autocorrelagdo necessdrios para a validagdo desta formulagdo apresentada

Palavras-chave: Fungio Autocorrelacio, Meandro, Turbuléncia, Fungdo de Autocorrelagido de Frenkiel,
Pardmetros Turbulentos.

Abstract

In this study is analysed an autocorrelation function suggested by Frenkiel (Frenkiel (1953)), to described negative
lobes in the meandering phenomenon of the horizontal mean wind vector. This function is a hybrid expression
constituted by turbulent and meandering parameters which describe pure and connected states of turbulence and
meandering movements. Furthermore, the autocorrelation function is employed to fit meandering observations
measured in north Brazil. An additional purpose is employ distinct mathematical and physical criteria to test this
mathematical formulation. Employing the Frenkiel’s formula a formulation to the turbulence dissipation rate has
been obtained.

Keywords: Autocorrelation Function, Meandering, Turbulence, Frankiel Autocorrelation Function, Turbulent
Parameters.
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1 Introducao

A fungédo de autocorrelacdo turbulenta é um quantifica-
dor estatistico relevante tanto para estudos de disper-
sdo de escalares, quanto para a obtencdo de rela¢des
fundamentais relacionadas ao estudo do fenémeno de
turbuléncia. Neste aspecto, o emprego destas fungdes
de autocorrelacdo na Teoria Estatistica de Taylor (Taylor
(1921)) permite calcular os pardmetros de dispersao e
relagdes funcionais para a taxa de dissipagdo da turbu-
léncia utilizados em modelos de dispersdo Eulerianos e
Lagrangianos.

Simulagdes de fendmenos de transporte turbulento,
como a difusdo de escalares na atmosfera sob condi¢des
de vento fraco, apresentam-se como um dos problemas
desafiadores na area da Fisica da Atmosfera. Para condi-
¢Oes de vento fraco abaixo de um certo valor critico, ndo
é possivel se determinar uma diregdo preferencial para
o vento médio. Este problema é uma caracterizagdo do
fendmeno de meandro, o qual consiste em oscilacdes de
baixa frequéncia do vento horizontal.

Este fendmeno ocorre quando a velocidade do vento
horizontal é inferior a 1,5 m/s (Anfossi et al. (2005)).
Nesta configuragdo, a dire¢do horizontal do vento varia
muito e os contaminantes sdo dispersos sobre muitos
setores angulares. Consequentemente, o comportamento
oscilatério do vento é o mecanismo que espalha os conta-
minantes nas diferentes dire¢des e provoca uma redugdo
na concentracdo méxima (Degrazia et al. (2008)).

Frenkiel (1953) prop6s uma fung¢do de autocorrelagdo
para descrever o meandro e que contempla o compor-
tamento oscilatério do vento horizontal. A presenca de
l6bulos negativos na fungéo de autocorelagido do vento
horizontal caracteriza o fendmeno. As fung¢des de auto-
correlagdo classicas, como a funcdo exponencial (Taylor
(1921)), descrevem adequadamente o comportamento
de regimes turbulentos bem desenvolvidos. Todavia,
elas falham completamente na descrigdo de funcdo de
autocorrelagdo observadas na presenga do fendmeno de
meandro (Anfossi et al. (2005)).

A partir dessa fungdo de autocorrelagdo sugerida por
Frenkiel (1953), pode-se derivar uma forma funcional
para a taxa de dissipagdo turbulenta vélida para diferen-
tes tipos de manifestagdes de turbuléncia presentes na
Camada Limite Planetaria (CLP). Esta formulacéo per-
mite a deducdo de parametriza¢des turbulentas, como a
determinagdo da constante de Kolmogorov, aplicadas em
modelos de dispersdo estocasticos lagrangianos (Yeung
(2002)).

Neste trabalho, com o objetivo de fornecer argumen-
tos para a validagdo da fungdo de autocorrelacdo de
Frenkiel (1953), comparam-se as componentes do vento
horizontal obtidas a partir desta funcdo de autocorre-
lagdo com as respectivas componentes de dados obser-

vacionais de meandro. Um objetivo adicional é testar a
funcdo de Frenkiel (1953) frente a requisitos fisicos em-
pregados na validagdo de uma fung¢do de autocorrelagdo
aplicada ao estudo da turbuléncia (Manomaiphiboon e
Russell (2003)).

2 A funcao de autocorrelacao de Fren-
kiel

Em seu trabalho cldssico sobre a teoria de difusdo estatis-
tica da turbuléncia, Taylor (1921) considerou uma forma
exponencial para a fungdo de autocorrelagdo lagrangiana
dada pela seguinte expressao:

Ri(t)=e Tt (1)

onde, T é o tempo de correlagdo e Ty, € a escala de tempo
integral lagrangiana associada as estruturas coerentes ca-
racterizando uma turbuléncia bem desenvolvida. Entre-
tanto, para uma situagdo de baixa velocidade de vento,
descritas por pequenas frequéncias nas oscilagdes do
vento horizontal (o que caracteriza o fenomeno de me-
andro), a turbuléncia é dita fraca e o que descaracteriza
a aplicabilidade da Equacéo (1).

Neste sentido, mediante a inser¢do de parametros
adequados, a formulagdo sugerida por Frankiel para a
fungado de autocorrelagdo lagrangiana, satisfaz as possi-
veis situagdes de ocorréncias de turbuléncia na CLP. O
ponto de partida para se obter tal descrigdo é a Equacéo
(1), que descreve situagdes de turbuléncia bem desenvol-
vida. Entretanto, para atender as variadas manifestagdes
de turbuléncia na CLP, introduz-se a expressdo cos (47)
para m > 0 (m é uma quantidade adimensional que con-
trola a frequéncia de oscilagdo do vento horizontal), re-
sultando na seguinte férmula funcional,

R () = e"P cos (47) 2
1
(1 + m2) Ty ’

Salienta-se que essa formulagdo é capaz de descrever
0s l6bulos negativos de uma fungdo de autocorrelagdo
observada no fenémeno de meandro do vento horizon-
tal. A Figura 1 mostra o comportamento da funcéo de
autorrelagdo de Frenkiel (1953) para diferentes valores
de m.

Uma propriedade fundamental que a fungdo de au-
tocorrelacdo deve apresentar é a paridade par, que é
decorrente da hip6tese de estacionaridade da turbulén-
cia. A Equacédo (2) na forma apresentada ndo é uma
funcdo par, mas é uma representa¢do usual da real for-
mulagdo dessa fungdo de autocorrelagdo dada por

Ri(|t])=e?"lcos (g]T]). 3)

A Figura 2! exibe as fungdes de autocorrelagio medi-

comg=mpep=

1 Na Figura 2 utilizou-se m, = 2,7 e my = 3,8.
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Figura 1: Fungbes de autocorrelacdo de Frenkiel para
m = 0,1,2,3. Destaca-se que para o caso de m = 0 a
Equagdo (2) reproduz na Equacao (1).
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Figura 2: Fungdes de autocorrelagdo do dia 22 de janeiro
de 2001, 21 horas LT; A linha cinza refere-se aos dados de
Santarém (componente u e v do vento, respectivamente),
a linha preta representa a fungdo de autocorrelagdo de
Frenkiel.

das (linha continua cinza) para as componentes 1 e v em
situagdes de meandro do vento horizontal e a linha preta
representa a curva de ajuste obtida a partir da fungdo
de Frenkiel (1953). Os dados observacionais utilizados
no presente estudo foram coletados em Santarém na
Amazonia brasileira através do Experimento de Grande
Escala da Biosfera-Atmosfera na Amazénia (LBA) (Alen-
car e Campos dos Santos (2010)). Destaca-se na Figura
2 a presencga dos l6bulos negativos que caracterizam o
fendmeno oscilatério da velocidade horizontal do vento.
Estes valores negativos da fung¢do de autocorrelagdo iden-
tificam o fendmeno de meandro. O significado fisico da
funcdo de autocorrelagdo negativa mostra que as particu-
las tornam-se anticorrelacionadas, isto é, uma particula
que foi liberada recentemente viaja no sentido leste re-
lativo ao sistema de coordenadas, enquanto a parcela
que foi liberada entre 800 e 1000 segundos antes viaja no
sentido oeste. Isto é uma indicacdo que o escoamento na

CLP apresenta um comportamento sinuoso (Steeneveld
e Holtslag (2009); Oetll et al. (2005)). Pode-se observar
que a Equacéo (2) reproduz de modo satisfatério a curva
experimental associada ao fendmenos de meandro do
vento.

3 Critérios de validacdo de uma fun-
¢ao de autocorrelacao

No artigo de Manomaiphiboon e Russell (2003), foram
estabelecidos quatro critérios para a validagdo de uma
fungdo de autocorrelagdo lagrangiana lateral em regime
de turbuléncia estaciondria e homogénea. Tais critérios,
sob as condi¢des especificadas, expressam as proprieda-
des matematicas decorrentes dos respectivos requisitos
fisicos requeridos para a validagdo de uma fung¢do auto-
correlacdo aplicada ao estudo da turbuléncia.

Abaixo, seguem os critérios conforme Manomaiphi-
boon e Russell (2003).

I Ry (7) é limitada na origem (em uma vizinhanga
da origem) com | Ry (7) | <1 = Ry (0). Além disso,
—+o00
lim Rmr)ZOe/" | Ry (7) |dT < oo.
T 0

|4$oo

Considere uma fungdo de autocorrelagdo genérica,

Ro(r) = R,

¢é imediato que Ry (0) = 1, indicando que a correlagdo
méxima na medida da velocidade do vento se d& para
T = 0 e consequentemente para qualquer outro tempo
de correlagio vale | Ry (1) | < 12.

4)

A imposicdo de que / " | Rp(T) |dT seja finita, per-
mite obter a escala de tempo integral lagrangiana (Cri-
tério III) que, em média, estabele a medida temporal
em que um elemento de fluido desloca-se em uma de-
terminda direcdo (Hinze (1975)), e é razodavel esperar a
diminui¢do dessa correlagdo com o passar do tempo e

que esta va para zero para longos tempos de observacéo.

dR
II: Rp(7) é suave em 7. Na origem LT(T) =0
=0
d’R
RO
dr? =0

As propriedades matematicas descritas no Critério II
decorrem da expansdo em série de Ry (7) em torno da
origem (T ~ 0),

T g(mR ( n
L(T) T
R(T) =) —=—| T )
- dt n!
n=0 =0
2 Considere a diferenca quadritica da velocidade

(u(t+7) — u()? >0
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Devido a paridade R;, as derivadas de ordem impar
dR(7)

sdo nulas, em particular, 3
T

=0. Logo, da

=0

Equacdo (5), tem-se

e, consequentemente, - —————= < 0, pelo teste da
q 2 dr? |, P

derivada segunda em um intervalo centrado na origem
(t = 0), garantindo uma representacdo de Ry (7) por
polinémio quadratico e que, em T = 0, cumpre os pri-
meiros requisitos do Critério I.

Seguindo Hinze (1975), ao introduzir a escala de
tempo T, que contém valores temporais muito préximos
da origem, a Equacéo (6) é reescrita via esta nova escala
de tempo, como

2
T
T (7)
L

RL(T) ~1-—

uma parabola osculadora de Ry na origem. Tal expres-
sdo, permite a defini¢do da escala de tempo de dissipa-
¢do lagrangiana 17, pela relagao

1 1d*Ri(7)
T2 2 dtr |,

(®)

III: A escala de tempo integral lagrangiana definida

—+00
por T = / Ry (t)dt é limitada e bem definida.
0

Este critério é uma consequéncia direta do Critério I,
pois estabelecida a convergéncia da integral imprépria
pode-se definir a escala de tempo integral lagrangiana
Tr.

IV: A partir do teorema de Wiener-Khintchin (Gardi-
ner (1985)) a R (7) e E;(T) sdo expressas pelo par
de transformada do Cosseno de Fourier:

Ri(t) = <ul2> /O+oo Ep(w) cos(wT)dw,
u? %
Ep(w) = % /0+ Ry (1) cos(wT)dT.

com w é a frequéncia turbulenta. De acordo com a
teoria do subintervalo inercial (K41) Kolmogorov
(1941), E;, pode ser expressa por:

Ep(w) = kéw ? < w2,

Ty ) :
para 1 < w7 K L scomxéa constante univer-

sal adimensional, € é a taxa média de dissipagdo
de energia turbulenta e T, é a escala de tempo de
Kolmogorov.

Este critério estabelece a relagdo entre Ry (7) e Ef(w)
via Transformada de Fourier. A expressdo para Ej (w)
resultante deve concordar com a Teoria K41 (Kolmogo-
rov (1941)). Tal concordéncia é verificada, via andlise
grafica, quando E (w) « w=?2 para wTy > 1.

4 Anadlise dos critérios de validacao
aplicados a func¢ao de Frenkiel

Nesta secdo, analisa-se a func¢do de autocorrelacdo la-
grangiana proposta por Frenkiel (1953) (Equacdo (2)) sob
a 6tica dos critérios de validagdo apresentados na segdo
anterior.

I Ry (7) é uma fungdo par por defini¢do e apresenta
as seguintes propriedades adicionais:
(i) |Rp(7) ] <1 =Rg(0), isto ¢, limitada em
torno da origem e assume o valor méximo 1 em
T = 0. Este fato, concorda com o resultado apre-
sentado em Hinze (1975) e Tennekes e Lumley
(1972), o qual, revela-nos que a forma parabdlica
resultante da expansdo de uma funcdo de auto-
correlagdo lateral lagrangiana tedrica® em 7 ~ 0
oscula Ry (T) na origem.

(ii) Esta propriedade refere-se ao comporta-
mento qualitativo esperado de Ry (T) quando
| T| — o0, 0 qual devera convergir gradualmente
a zero. Este resultado é obtido da constatacdo
que |Rr(|7])| < exp (—pT) e com a aplicagdo do
teorema do confronto;
(iii) Esta propriedade permitird estabelecer a
definicdo de escala integral lagrangiana, a qual de-
o0

correra do fato de / | Rp.(T) |dT ser convergente.
0

O que se verifica com facilidade, pois

—+00
/ exp (—p|T|)dt = %, um valor finito.
0

II: Embora Ry (7) seja continua em 7, ela nédo é su-
ave, pois suas derivadas laterais em T = 0 dife-
rem (R, (0) = —p # p = R._ (0)), e consequen-
temente a derivada em t = 0 nédo estd definida.

O ndo cumprimento deste critério, na sua totali-
dade, é decorrente da forma da lei funcional da
funcdo de autocorrelagdo de Frenkiel, a qual ndo
tem derivadas definidas na origem (Figura 2). A
implicagdo fisica deste fato, indica que a fungdo
de autocorrelacdo de Frenkiel ndo é recomendada
para investigacdo de micro estruturas viscosas da
turbuléncia (Tennekes (1979)). Todavia, para apli-
cagOes préticas, sob hipotese de turbuléncia bem

3Ry (T) ~ 1 — 12/72, pardbola osculadora da qual se define a escala
temporal de dissipacdo lagrangiana t? (Hinze (1975)).
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desenvolvida (nimero de Reynolds tendendo ao
infinito), o ndo cumprimento deste critério nas re-
gides de alta frequéncia indica que a energia e as
escalas caracteristicas associadas a estes turbilhdes
ndo sdo relevantes no processo de dispersdo de
escalares passivos.

III: A escala de tempo integral lagrangiana T;, definida

+o0

por Ty = / Ry (t)dt é limitada e bem definida.
0

De fato,

=" d ! T

L —/0 exp (—pT) cos(qT)dT = P 1) Ls
1
oMY 1)

Consequentemente, esta escala de tempo caracte-
ristica da estrutura do escoamento do fluido pode
ser definida.

IV: Para a validagdo deste critério, basicamente, se
utilizard da verificagdo da seguinte relagdo
2 {u? +oo
Er(w) = <7t>/ Ry(7) cos(wT)dT o w2,
0
Como segue,

Ep(w) 2 [+

<uL2) T _TTL/O exp (—pt) cos(qT) cos(wT)dt
bt cos [(w +q)T] cos [(w — q)T] .
T /0 exp(pT) !

et ]
nTy [(w+q)*+p*  (w—q)2+p?
_ZP[ W’ + > + p? }

2

Ty [[(w+9)% + p?] [(w —q)% + p?]
2

A(wTL)?+1 s
A2(wTp)* 4+ 2B(wTL)?+1]  w?

[ w_z,

para A =1+m? e B=1—m? e ilustrada na Fi-
gura 3.

5 Derivacio de parameteros turbu-
lentos

O parametro de dispersdo lateral ¢, ¢ uma quantidade
estatistica fundamental na derivagdo da expressdo para
a taxa de dissipagdo turbulenta empregada em modelos
de dispersado (Tennekes (1982), Degrazia et al. (2005) e
Degrazia et al. (2008)).

A partir da Equagédo de Taylor para a varidncia espa-
cial lateral

(Tyz(t) =202 /Ot(t — T)Ry, (T)dT, 9)
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Figura 3: Espectro de energia turbulento obtidos da
Equacdo (2), para valores de m = 0,1,2 e 3.

Tennekes (1982) utilizou a Equagao (1)* no modelo de
difusdo estatistico de Taylor (Equacédo (9)) e obteve a
seguinte expressdo para o parametro de dispersao lateral

1 __t
7_1_|_e T,

2 2
t) =20, T
0 ( ) OU Lv TL

2 (10)

v

onde 0, é o desvio padrdo da velocidade lateral tur-
bulenta. Substituindo a Equacdo (10) e empregando
de argumentos de similaridade do subintervalo inercial
(Kolmogorov (1941); Hinze (1975)) deriva-se a seguinte
relagdo fundamental para a taxa de dissipacdo turbu-
lenta ¢,

202

= 11
€= Gt (11)

Seguindo o procedimento acima para a funcdo de
autocorrelagdo dada pela Equacéo (2) obtém-se:

t
ayz(t) =202 /

0
=202 { —2mTy,%e P'sen (qt)

(t—T1)e PTcos(qT)dT

(12)
+ (1 —m?)Ty,%e P'sen (qt)

+HT, + (2 = )T, 2]

Neste ponto, fazendo-se uma expansdo em série de
Maclarin para t < Ty, e truncando até a terceira ordem,
resulta a seguinte aproximacdo para expressao (12),

2
(o
oy (t) = opt? — ;73—”1&3. (13)

40 subindice v indica a componente de velocidade lateral do ele-
mento de fluido.
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Na Equacdo (13) observa-se que o primeiro termo
de correc¢do é um termo negativo que reduz a dispersdo
lateral das particulas de fluido. Considerando-se o mo-
delo de difusdo estatistico de Taylor na representacdo
espectral fica evidente que este termo de corregdo nega-
tivo estad associado aos graus de liberdade turbulentos
do subintervalo inercial do espectro de energia.

Seguindo a derivagdo proposta por Tennekes (1982)
pode-se escrever,

C()€
oy (t) = o5t — Tt3.

Da comparacao direta da Equagdo (14) com a Equa-
¢do (13), resulta uma férmula funcional geral para a taxa
de dissipagdo turbulenta, escrita na seguinte forma:

(14)

_2%p05 2 & (15)
Co 1+m?CoTy,”

Observa-se que para m = 0 a Equacéo (15) recupera
o resultado classico dado pela Equacéo (11).

Do ponto de vista fisico, a nova relagdo fundamen-
tal dada pela Equacdo (15) mantém a premissa bésica
contida na Equacgéo (11), ou seja, a taxa de dissipagdo da
turbuléncia é proporcional a energia disponivel e inver-
samente proporcional a escala de tempo associada aos
turbilhdes que contém a energia principal do campo tur-
bulento. Apesar da Equacao (15) manter essa premissa
fundamental, surge nesta nova relagdo o parametro p
que relaciona € ao fendmeno de meandro (turbuléncia
fraca). Da relagdo entre p e m pode-se ver que a medida
que m aumenta e o fendmeno de meandro comega a se
manifestar (movimentos oscilatérios de baixa freqtiéncia
estdo presentes), a taxa de dissipagdo turbulenta dimi-
nui. Este comportamento ¢é fisicamente razoével, uma
vez que as oscilagdes de baixa freqiiéncia sdo relaciona-
das a nimeros de onda muito menores do que aqueles
associados a dissipagdo molecular.

6 Conclusoes

Neste estudo foi analisada uma expressao sugerida por
Frenkiel (1953) para representar a fun¢do de autocor-
relagdo turbulenta. Esta formulagdo é constituida por
parametros que descrevem os efeitos de turbuléncia pura
e de estados conectados ao fendmeno de meandro do
vento horizontal. Este fendmeno de meandro horizontal
é caracterizado por oscilagdes de baixa freqiiéncia da
velocidade do vento. Empregando-se dados observacio-
nais da velocidade do vento o presente trabalho mostrou
que a fungdo de Frenkiel reproduz satisfatoriamente as
fung¢des de autocorrelacdo observadas no fenémeno de
meandro. Além do mais, usando-se um conjunto de
critérios fisicos, que validam o emprego de uma fun-
¢do de autocorrelagdo, foi demonstrado que a fungdo

de Frenkiel cumpre os principais critérios. Tais critérios
permitem definir escalas caracteristicas da turbuléncia
como a escala de tempo integral lagrangiana e recupera,
conforme a teoria K41, a relagdo prevista entre ener-
gia cinética turbulenta e a func¢do autocorrelacéo, via a
transformada de Fourier, no subintervalo inercial . Final-
mente, empregando-se a funcdo de Frenkiel foi derivada
uma expressdo para a taxa de dissipagdo turbulenta. A
diferenga desta relagdo para o resultado classico (Equa-
¢do (11)), normalmente aceito para a taxa de dissipacao,
é a presenga de um parametro que controla a freqtiéncia
de oscilagdo do meandro do vento horizontal.
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