Artigo Original DOI:10.5902/2179460X12822

Ciéncia e Natura, Santa Maria, v. 36 Ed. Especial II, 2014, p. 380-389 o e (2]
Revista do Centro de Ciéncias Naturais e Exatas - UFSM c I E N c I A N AT U R A 3 5 g
ISSN impressa: 0100-8307  ISSN on-line: 2179-460X (o~

Frequéncias e autofuncoes do sistema de duas cordas acopladas

Frequencies and eigenfunctions of coupled double-strings system

Vinicius Weide Rodrigues*!, Rosemaira Dalcin Copetti?

!Programa de Pés-Graduagao em Matematica Aplicada, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, RS, Brasil
2Professor Associado, Programa de P6s-Graduacao em Matematica, Departamento de Matematica, Universidade
Federal de Santa Maria, RS, Brasil

Resumo

Neste trabalho, é considerado um sistema formado por duas cordas paralelas, bi-apoiadas sujeitas a uma tensdo
constante e anexadas por uma camada viscoeldstica. O deslocamento transversal do modelo é descrito por duas
equagoes diferenciais parciais de sequnda ordem acopladas devido ao termo viscoeldstico. O sistema é resolvido
através da metodologia que usa uma formulacdo matricial em blocos e a base dindmica para determinar as
frequéncias e as autofuncoes ou modos de vibragdo do problema.
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Abstract

In this work is considered a system formed by two parallel strings, bi-supported, subject to a constant tension and
connected by a viscoelastic layer. The transverse displacement of the model is described by two partial differential
equations of second order coupled due to the viscoelastic term. The system is solved by the method which uses a
block matrix formulation and the dynamic basis for determining the frequencies and the eigenfunctions or mode
shapes of the problem.
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1 Introducao

importantes em diversas dreas, como engenharia,

fisica e matematica, Meirovitch (1997), Chopra
(1995). Sistemas envolvendo cordas, cabos e correntes,
mesmo sendo sistemas mais simples, sao constantemen-
te utilizados em estruturas modernas de engenharia,
aerondutica, entre outras, ressaltando a importancia de
estudos envolvendo elementos deste tipo, De Dayan e
Behar (1979), Ghayesh (2008), Krenk e Nielsen (2002).
A anadlise das vibrag¢des transversais de uma corda,
embora seja um assunto recorrente em cursos de equa-
¢Oes diferenciais, Rao (2009), Inman (2001), é tema de
diversos trabalhos mais avangados, que envolvem, desde
diferentes tipos de modelos, até diferentes técnicas de
resolucdo de equacgoes diferenciais, Xu et al. (1998),
Tan e Ying (2000).

Em De Dayan e Behar (1979), um estudo sobre a
qualidade de cordas de violao foi realizado escrevendo
a solucdo através de uma soma infinita de senos e cos-
senos para uma corda dedilhada. A qualidade do som
¢ investigada para cada tipo de componente usando a
frequéncia correspondente a uma nota musical para
cada corda. Krenk e Nielsen (2002) apresentaram o
efeito de um amortecedor viscoso localizado préximo
a extremidade de um cabo curto através da analise
modal complexa. J4 Leissa (1978) apresentou um mé-
todo direto para analisar as vibragdes de um sistema
continuo com amortecimento

O acoplamento de estruturas como cordas, vigas, ca-
bos, é frequentemente usado em estruturas como pon-
tes, prédios e edificacdes em geral. O estudo de sis-
temas desse tipo em termos de seguranga e também
estabilidade é importante ndo s6 em engenharia civil,
mas também nas engenharias mecanica e aeronautica,
dentre outras, motivo pelo qual, existem varios estudos
sobre esse tema, Foda (2013), Oniszczuk (2000a), Kelly
(2011).

Kelly (2011) apresentou a resposta livre e forcada
para um sistema com 7 estruturas elasticamente aco-
pladas usando a ortogonalidade dos modos de vibra-
¢do com operadores autoadjuntos em relagdo ao pro-
duto interno padrdo. Um sistema com duas cordas
elasticamente acopladas sob agdo de uma forca externa
movendo-se a uma velocidade constante foi apresen-
tado em Rusin et al. (2011), onde o autor considerou a
forma adimensional do sistema e supds uma solucdo
em série de senos para o sistema desacoplado. Um
sistema formado por duas cordas anexadas por uma
camada eldstica do tipo Winkler foi apresentado por
Oniszczuk (2000a), que utilizou o método de Bernoulli-
Fourier e obteve uma expressdo para as frequéncias na-
turais e os modos de vibragdo do sistema livre. O sis-
tema forcado foi resolvido utilizando-se a ortogonali-

Problemas envolvendo vibrac¢des sao assuntos

dade entre os modos de vibragdo para diferentes tipos
de forcas externas, Oniszczuk (2000b). Em Oniszczuk
(2003), o método de separagao de varidveis e a expansao
modal foi usada no modelo simplificado para o sistema
viscoeldstico de duas cordas anexadas obtendo expres-
sOes para o caso amortecido livre e com agdo de forgas
externas.

A andlise modal e a base dindmica tém sido usadas
no calculo das frequéncias e modos de vibragao de sis-
temas envolvendo tanto vigas do tipo Euler-Bernoulli
como Timoshenko, Claeyssen e Soder (2003). A base di-
namica é usada para escrever os modos de vibra¢do do
sistema, a partir dos quais é possivel encontrar a res-
posta livre e forcada de sistemas discretos, concentra-
dos e distribuidos, Claeyssen et al. (2003).

Em Copetti et al. (2007), a andlise modal, a base di-
namica gerada a partir da solugdo de uma equagdo dife-
rencial de quarta ordem com condig¢des iniciais impul-
sivas e uma formulag¢do matricial em blocos sdo usa-
das para obter os modos de vibragdo e as frequéncias
naturais de uma viga Euler-Bernoulli segmentada com
amortecimento interno e amortecimento viscoso externo
além de dispositivos tipo mola e amortecedor anexados
nas se¢des da viga. Tsukazan (2005) considerou o pro-
blema de uma viga Euler-Bernoulli com segdo transver-
sal descontinua e usou a base dinadmica para encontrar
0s modos de vibracdo do sistema.

Em trabalhos mais recentes, Tolfo (2013) apresen-
tou um estudo sobre o segundo espectro de frequén-
cias para o modelo matricial de uma viga Timoshenko
bi-apoiada. Seibel (2013) determinou as frequéncias e
modos de vibragdo de um sistema formado por duas
vigas Euler-Bernoulli acopladas por uma camada visco-
elastica e determinou as frequéncias e modos de vibra-
¢do usando a base dindmica, solu¢do de uma equagdo
diferencial de quarta ordem com condig¢des impulsivas.
Em Claeyssen et al. (2012), os modos de vibra¢ao de um
sistema composto por nanotubos de carbono acoplados
através de forcas de Van der Walls sdo escritos em ter-
mos da base dinamica. Ja em Claeyssen et al. (2013) a
resposta for¢ada para um nanotubo de carbono de uma
tinica camada é avaliada usando a resposta impulso fun-
damental.

Neste trabalho, é considerado um sistema formado
por duas cordas paralelas, de mesmo comprimento, bi-
apoiadas sujeitas a uma tensdo constante e anexadas
por uma camada viscoeldstica. As frequéncias e os mo-
dos de vibragdo do problema sdo obtidos usando uma
formulacdo matricial em blocos e a base dinamica é
usada para determinar a solu¢do de uma equagdo di-
ferencial de segunda ordem.
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2 Descri¢ao do Modelo

Considere um sistema composto por duas cordas bi-
apoiadas de mesmo comprimento L, anexadas por um
elemento viscoeldstico e esticadas a uma tensdo cons-
tante, conforme a Figura 1.

w(t,x)

Figura 1: Duas cordas anexadas viscoelasticamente

As equagdes que modelam esse sistema sdo dadas
abaixo, Oniszczuk (2003)

mqw + 1wy + c(zbl - Zi)z) — Slwﬁ’ + k(w1 — wz) =0,

Mo + Cowo + C(sz — ZiJz) — Szwlzl + k(ZUQ — wl) =0,
@)

onde,

. Jw; .. 82wi " 82wi
wizyf wizﬁ, wizﬁl )

€,

e f,x sdo as coordenadas temporal e espacial, respec-
tivamente;

e k é a constante de rigidez do elemento eldstico;
e S;éatensdodacordai, i =1,2;

e m; = p;A;, sendo que p; é a massa especifica da
corda i e A; é a area da segdo transversal, para
i=1,2;

e ¢; ¢ 0 amortecimento na corda i, i = 1,2;
e ¢ é 0 amortecimento na camada eldstica.

As condigOes iniciais desse sistema sdao dadas de
forma geral por

a .
wi(olx) = in(x)r %(O/x) = Uio(X), i=12, (3)

e as condigdes de contorno, para o sistema bi-apoiado,
sdo da forma

w;(t,0) = w;(t,L) = 0. (4)

Para determinar as vibragdes livres amortecidas do
sistema (1), considera-se, primeiramente, o sistema em
sua forma matricial, dado por

Mw + Cw + (K, + Kp)w =0, (5)

382
onde,

82w1

2
we | w=| 22 e

w2 a2ZU2

ot2

| om0 | et —C
M_[ 0 mz}’ C_[ —c c—l—cz]’ @)
kK —k

= 5 ®

K, é um operador espacial matricial de segunda ordem,
dado por

aZ
~S1=4 0
KO - ax 2 7 (9)

0
e, 0 é o vetor nulo de ordem (2 x 1). Seja,

wi(t,x) = eMX(x), (10)

uma solugdo para o sistema (5), onde, A é o autovalor e
X(x) a autofungdo correspondente.

Substituindo (10) em (5) obtém-se o problema de au-
tovalor

(APM + AC + (Ki + K,))X(x) = 0. (11)

Desenvolvendo a equagdo acima a partir do opera-
dor matricial de segunda ordem K,, obtém-se um sis-
tema de equacdes diferenciais de segunda ordem en-
volvendo os modos de vibragdo ou autofungdes do sis-
tema,

KsX’(x) + [A>° M+ AC+ K X(x) =0, (12
onde,
| =S5 0
K= o % 13)
com condic¢des de contorno

X(0)=0, X(L)=0. (14)

3 Base fundamental

A solugdo do sistema (5) pode ser obtida escrevendo-se
os modos X(x) em fungdo da base matricial fundamen-
tal, Claeyssen et al. (1999).

_ | hin hp
h(x) = [ hy; hyp } ’ (15)

onde h(x) é solucdo do problema

Ksh” 4 (A2M + AC + K )h = 0; (16)
h(0) =0, Ksh'(0) =1, (17)



383 Rodrigues e Copetti: Frequéncias e autofungdes do sistema de duas cordas acopladas

e, | é a matriz identidade de ordem 2.

Assim, X(x) pode ser escrito como combinagéo li-
near dos elementos dessa base, isto é, existem vetores
constantes ¢; e ¢, tais que

X(x) = h(x)c; +h'(x)cy, (18)

onde,

T .
¢=[en ], i=12 (19)
As condigdes gerais de contorno podem ser escritas

da seguinte forma,

A11X(0) + B11X’(O) - 0,

AZlX(L) + B21X/(L> =0, (20)

com, Ai]-, Bl-]' matrizes de ordem (2 x 2),i,j = 1,2.
Substituindo-se (18) em (20), e arranjando os elemen-
tos de forma conveniente obtemos o sistema matricial
em blocos
B®C = 0. (21)

A matriz B é de ordem (4 x 8) e seus elementos sdo
os coeficientes associados as condi¢des de contorno do

sistema
A1 Bip O 0

B=1"9 0 Ay By |7

(22)

a matriz @ é de ordem (8 x 4) com os valores da base
de solugdes aplicada nas extremidades da corda, isto é,

(23)

e, C é o vetor com constantes dadas a partir de (19),

C=[cy c2 en e | (24)

Para encontrar solugdes ndo-nulas do sistema (21), é
necessario que
det(B®) = 0. (25)

As solugdes da equacdo acima sdo os autovalores A
do problema (11).

3.1 Calculo da resposta impulso matricial

O célculo da base dinamica é feito utilizando-se uma
férmula fechada, (Claeyssen et al., 1999)

2n j—1

h(x) =Y Y 6;dV " D(x)hy,_;. (26)

j=1i=0

Os coeficientes b; sdao coeficientes do polindmio ca-
racteristico P(s), escrito em fun¢do das matrizes do sis-
tema,

P(s) = det[s’Ks + (A*M + AC + K)]. 27)

Desenvolvendo (27) obtém-se

bp = 515,

by = 0,

by = —Si[maA’+ (c+c)A 4K — (28)
S2[mA? + (c+c1)A +K],

by = 0,

)&2 [mlmz)\z + (Wll + mg)k + C(C1 + Cz) + C1C2]
+my(c+c1) +my(c+c2)]A3 4+ k(cy + c2)A.

A matriz hy satisfaz a equagdo em diferencas

Kshiio + (A’M 4+ AC 4+ K)h; = 0,

ho = 0, Kshy =1, @9)
de modo que,
1
5 0
hl = 1 1 ’ h2 = 0/ (30)
Cs
~miA* +A(c 1) +k Ac+k
s? 515,
hS = 1 2 ’
Ac+k ~mpAT +Ac+ ) +k
5152 S3
(1)
e, d(x) é solugdo da equacdo diferencial
bod ™) (x) + bpd" (x) + by = 0, (32)

com condigdes iniciais
bod" (0) =1, d"(0)=d'(0)=d(0)=0. (33)

A solucao de (32) é dada por

_ sin(Qx) sin(dx)
1= p@-oe The-2e Y
onde,
b= /13— aboby i by + (/b3 — 4boby
6= 2by A 2by ’
(35)

As componentes da matriz h(x), de ordem 2, para o
caso amortecido, podem ser escritas usando (28) e (30)
como

hiy = (A2my + Ac + c2) + k)d(x) — S2d"(x),  (36)
h12 = h21 = ()\C + k)d(x), (37)
hy = (A%my + A(c +c1) + k)d(x) — S1d"(x).  (38)

Considerando-se vetores constantes, ¢; e ¢ de
ordem (2 x 1), os modos X(x) podem ser escritos como,

X(x) = h(x)e; +h'(x)cy. (39)
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Devido as condig¢des de contorno (14), tem-se que entdo, definindo
X(x) = h(x)c. (40) 1111
P21 4 (47)
As matrizes B e @, para o problema considerado
aqui sdo, respectivamente decorre que,
{ I 00 0 } an APPTMP 4 PTKP = A2M,; + K, (48)
0010 onde, My e K; sdo matrizes diagonais.
& 1 Coroléario 4.2. Dadas as matrizes
0 Kg
K1 0 d 0 } { ro—r }
d = S ) 42 D= , R= , 49
h(L) Hh/(L) (42) { 0 d oy (49)
h'(L) h”’(L
(L) (L) a transformagdo,
Assim, o sistema
po 1|1 1 (50)
BOC=0, C=[q o], (43) V21 )
pode ser simplificado, é tal que
T _ p-1
W Bl W
h(L) W(L) ][0 ] e PTDP =D
Solugdes ndo-nulas do sistema ocorrem quando e PTRP — [ 0 0 }
0 2r

det(h(L)) = 0. (45)

As raizes da equagdo (45) sdo os autovalores A do
problema amortecido. No caso geral, o célculo dos
autovalores precisa ser realizado utilizando-se softwa-
res matemadticos e métodos numéricos. No entanto,
considerando-se algumas simplifica¢des no problema, é
possivel obter uma forma analitica para o calculo das
frequéncias e modos de vibragdo do problema.

4 Sistema desacoplavel

O modelo descrito pelas equagdes (1) da secdo 2, cons-
titui um sistema acoplado de equagdes diferenciais de
duas fungdes desconhecidas, wy(t,x) e wy(t,x), o que
dificulta a sua resolugdo. Uma maneira de resolver tais
sistemas é operar as equacdes de modo que os fatores
de acoplamento sejam eliminados. No entanto, para
um sistema geral, nem sempre é possivel, as vezes sdo
necessdrias algumas hipéteses que simplifiquem o pro-
blema, de modo que as equagdes sejam desacoplaveis,
ou no caso matricial, que as matrizes do problema se-
jam mutuamente diagonalizdveis. A seguir, é conside-
rada uma simplificacdo para o sistema (1), obtendo-se
matrizes diagonalizdveis. Para isso, primeiramente con-
sidere os seguinte resultados

Lema 4.1. Considere as matrizes M e K dadas abaixo

w5 0] e[ ]

Em Oniszczuk (2003), o sistema de duas cordas ane-
xadas viscoelatiscamente foi tomado de um modo sim-
plicado, considerando-se os coeficientes de amorteci-
mento viscoso, ¢;, de unidade de massa, m; e de tenséao,
S;, como sendo 0os mesmos, isto €,

Ci = C, m; =m, Si = S, i= 1,2. (51)

Dessa forma, o sistema (5) é dado por

Mw + Cw + (K + Kp)w = 0, (52)
onde,
| m 0 _|e+C  —c
M_[O m]’ C_[ —c c—b—C]' (53)
ko —k —s& 0
dx?2

Os operadores matriciais, M, Kj e K, satisfazem as
hipéteses do Lema 4.1 e, portanto, sdo diagonalizaveis.
Observe que o operador C pode ser escrito da forma

c 0 c
C =
o el
ou seja, C é uma combinacao linear das matrizes M e K,
portanto, também pode ser diagonalizado pela matriz
ortogonal P. Este amortecimento é conhecido na lite-

ratura como amortecimento de Rayleigh, Inman (2001),
Meirovitch (1997).

—C
S e
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Considere a seguinte mudanga de varidveis para o
sistema amortecido (52),

w(t,x) = Pu(t,x), (56)
onde P é dado por (47). De (52) e (56) , obtém-se,
PTMPii + PTCPi + (PTKkP + PTKOP) u=0, (57)
ou, desenvolvendo o operador de K,,
PTMPii + PTCPu + PTK Pu + PTKsPu” =0, (58)

onde,

-S 0
e[ E o) )
Desta forma, utilizando-se (55) e o Corolério 4.2,
obtém-se a diagonalizacdo das matrizes M, C, Ky e Kg,

resultando no seguinte sistema desacoplado,

Mii+Cu+ (K + Ko)u=0, (60)
onde,
m 0 cC 0
M[o m} C[o C—i-ZC}’ 61)

0 2k 0 _g¥?

012

82
Kk:{o 0}, Ko:[_sm 0 ] (62)

Supondo uma solugdo exponencial para o sistema
(60), da forma

u(tx) = 7U(x) = { gigg } , (63)

obtém-se o problema de autovalor
[V M +9C + (K + K,)]U(x) = 0, (64)

de onde decorre o sistema de equagdes diferenciais en-
volvendo os modos U(x) ,

KsU" (x) + (v*M +~C + K )U(x) =0, (65)
U(0)=0, U(L)=0.

Os modos U(x) sdo, entdo, escritos em funcéo da
base dindmica, composta pela matriz h(x), solu¢do do
problema de valor inicial

Ksh”(x) + (v*M +7C + Kh(x) =0,

(0)=0, Kgh(0)=1, (66)

x)
h

e sua derivada, h'(x). A partir das condicoes de con-
torno (65) do sistema , obtém-se,

U(x) =h(x)e, c= [c1 o). (67)

O célculo de h(x) é feito utilizando-se a férmula (26),
obtendo-se, a matriz diagonal com componentes

hy1(x) = [v?m + (C+2¢)y + 2k]d(x) — Sd"(x), (68)

hip = hy =0, (69)
hoy = (72m 4+ 4C)d(x) — Sd"(x), (70)
onde,
_ sin(¢x) sin(dx)
W ="n@-o; " 7@-ms
com ¢ e d solugdes de
bor* —byr? +by =0, (72)
by = S%
by = —25(Am+ (C+c)A+K); (73)
by = (A’m+ AC)[A%m + (C+2c)A +2k],
de modo que,
- V/=S[A2m + (C +2c)A + 2Kk] _ V/=AS(Am+C)
= S , o= T =
(74)

Usando (74) nas equagdes (68) e (70), componentes
da matriz h(x), obtém-se,

hi1(x) = —2(k + Ac)&sin(6x),
hyo(x) = —2(k + Ac)dsin(&x), (75)
hjp = hy; =0.

Decorre de (75) e das condi¢des de contorno dadas
em (65), que soluc¢des ndo nulas para ¢ em (67) ocorrem
quando

sin(6)L) =0 e sin(¢L) =0. (76)

Da relag¢do acima obtem-se

5:5,1:% e g:gn:%,n:m,s,... 77)

nrt

Para 6, = —, n =1,2,3,..., os autovalores podem

ser calculados através da férmula

—C =+ +/C?—4mSs?2
M = S, 79)

e os modos de vibragdo U; (x) possuem a seguinte forma

Ui (x) = hyy(x)eq. (79)

nrit .
Para ¢, = T n = 1,2,3,..., os autovalores sdo

dados por

—(C+2¢) £ /(C+2c)2 — 2m(2k + S¢2)

)\ =
2n om

. (80)
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e 0os modos de vibragdo Uy (x) sdo da forma
U (x) = hycs. (81)

Assim, os modos de vibragdo U(x) do sistema desaco-
plado (60) sdo as componentes da matriz h(x) para cada
autovalor y encontrado.

Observe ainda que, a transformacado P dada em (47),
diagonaliza a matriz h(x), componente da base dina-
mica para o caso amortecido acoplado, dado por (36),
(37) e (38), quando considera-se as hipéteses (51), além
disso, a matriz diagonal correspondente é exatamente
igual a matriz h(x), isto &,

P"h(x)P = h(x), (82)

no caso em que sao consideradas as hipéteses (51).

Dessa forma, a partir de (56) e (82), observa-se que
denotando-se por X(x) os modos do sistema original
acoplado (52), vale a seguinte relagdo,

X(x) = PU(x), (83)

de modo que, os modos de vibragdo do sistema geral
podem ser calculados a partir dos modos de vibragado
do sistema desacoplado associado. A resposta amorte-
cida para o sistema, dada em (56), pode ser escrita na
forma

[o°]

w(tx) =Y e"'PU;(x), (84)

i=1

ou ainda,

wit,x) = Y "' (A, cos(Im(7:)) + iB;sin(Im(7,)))PU;(x),
i=1 (85)
onde, U;(x) representa o i-ésimo modo de vibragdo
associado ao autovalor A;, i =1,23,---.
As constantes A; e B; podem ser calculadas a partir
das condigdes iniciais e do uso da ortogonalidade entre
as aufungdes ou modos de vibracdo do problema.

5 Exemplo Numérico

Nesta secdo é apresentado um exemplo numérico para
o sistema de duas cordas anexadas por uma camada
viscoeldstica. Nas simulag¢des, sdo consideradas cordas
com mesma massa por unidade de comprimento e su-
jeitas a mesma tensdo.

A Tabela 1 apresenta os parametros considerados,
Oniszczuk (2000b). A Tabela 2 apresenta os seis primei-
ros autovalores para o problema amortecido, os quais
sdo enumerados comparando-se a parte imagindria com
as frequéncias naturais encontradas no caso sem amor-
tecimento. Pode ser observado a proximidade da parte

imagindria dos autovalores amortecidos (A;) com as frequén-

cias do caso sem amortecimento (Ay,), isto ocorre de-
vido ao tipo de amortecimento escolhido para as simu-
lagdes.

Pardmetro Valor numérico Unidade
L 1 m

A; 2 x 107% m?

pi 5 x 10% kgm 3

m; 1x1072 kgm_1
S; 50 N

k 2 x 102 Nm 2

ci 1x 1071 Nsm ™!
c 6 x 10! Nsm ™!

Tabela 1: Parametros para o sistema dupla-corda

/\i]' Ag Ana

M1 5,00 + 222,081  222,14i
A1p -65,00 + 291,751  298,91i
Ayp -5,00 + 444,261  444,28i
Aypp -65,00 + 482,871 487,221
Az -5,00 + 666,41i 666,431
Azp -65,00 + 692,751 695,791

Tabela 2: Autovalores do sistema amortecido (A;) e ndo
amortecido (Ay,)

Cada par de autovalores na Tabela 2 possui um au-
tovalor com parte imaginaria mais baixa (A;;, i = 1,2,3),
e outro com a parte imagindria mais alta (A, i = 1,2,3),
denominados a partir de agora como primeiro autovalor
e sequndo autovalor de cada par, respectivamente. Os
modos de vibracdo executam dois tipos de movimen-
tos, sincronos e ndo-sincronos, dependendo do autova-
lor considerado. Os primeiros autovalores de cada par ge-
ram modos sincronos, conforme ilustrado na Figura 2.
Na Figura 3, sdo apresentados os modos ndo-sincronos,
gerados pelos segundos autovalores de cada par.

A Figura 4 apresenta a componente real da resposta
livre amortecida para a primeira e segunda corda. A Fi-
gura 5 apresenta a parte imagindria ou oscilatéria da
resposta amortecida do sistema. A amplitude de vi-
bracdo da primeira corda apresentou-se relativamente
maior que na segunda corda no caso considerado. A
acgdo do amortecimento na vibragdo do sistema pode ser
observada, isto é, a amplitude da resposta diminui com
o passar do tempo, tanto na primeira, como na segunda
corda. Além disso, é possivel observar uma maior os-
cilagdo da primeira corda comparado a segunda, no in-
tervalo de tempo considerado.
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Figura 4: Parte real da resposta livre do sistema dupla
corda

(a) Primeira corda

(b) Segunda corda

Figura 5: Parte imagindria da resposta livre do sistema
dupla corda
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6 Conclusio

Neste trabalho, foi considerado um sistema composto
por duas cordas de mesmo comprimento, bi-apoiadas
e acopladas através de uma camada viscoeldstica. A
partir da formulagdo matricial em blocos e do uso da
andlise modal encontrou-se uma equacao diferencial de
segunda ordem, cujas solugdes sdo os modos de vibra-
¢do ou autofuncodes do sistema. Os modos de vibracao
foram escritos em termos da base dinadmica, composta
pela solucdo de um problema de segunda ordem com
condicdes iniciais impulsivas e sua primeira derivada.
No caso amortecido livre, um sistema desacoplavel foi
encontrado a partir de simplificagdes nos parametros
do problema, possibilitando encontrar uma expressao
para o célculo dos autovalores e autofungdes do sistema.
Os modos de vibragado foram classificados em sincronos
e assincronos dependendo do autovalor ao qual estdo
associados. Observou-se que os primeiros autovalores
de cada par geram modos sincronos, enquanto que os
segundos autovalores de cada par, geram modos assin-
cronos. As simulacdes foram realizadas usando o soft-
ware matematico Maple 11.
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