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Resumo

Consideramos neste trabalho um modelo que descreve a dindmica ndo linear de uma placa termoeldstica nio limitada. Provemos
que o sistema é bem posto e analizamos o comportamento da energia total E(t), quando t — oco. Nosso principal resultado mostra
que a energia total do sistema decai exponencialmente e satisfaz a seguinte estimativa: E(t) < 3E(0)e(~""), Vt > 0 em que
¥ = v(E(0)) > 0, utilizaremos como ferramenta a construgio de uma fun¢io de Lyapunov que é uma pertubacio adequada da
energia e satisfaz a desiqualdade diferencial que conduz a estimativa de decaimento.
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Abstract

In this paper we consider a model that describes the nonlinear dynamics of a not bounded thermoelastic plate . Let us prove
that the system is well-posed and we analyzed the behavior of the total energy E(t) when t — oo. Our main results show that
the total energy of the system decays exponentially, and satisfies the following estimate: E(t) < 3E(0)e(=7), Vt > 0 where
¥ = 9(E(0)) > 0,.To this we use a suitable Lyapunov function which is a perturbation energy and satisfies the differential
leading to estimate decay inequality.
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1 Introducao

estudo de modelos de evolugdo descritos por
Oequagées diferenciais parciais em dominios nao
limitados vem sendo abordado por varios autores
nas ultimas décadas. Estudaremos neste trabalho um

modelo nao linear em dominio ilimitado com a seguinte
nao linearidade

M (/ |Vu|2dx> Au  onde u=u(xt)
RYI

para xeR", teR, t >0 (1)

e MecCYR") e M(s),M'(s) >0, Vs >0. (2)

Os casos n = 1 e n = 2 sdo significativos. Nesses
casos (1) é usualmente conhecida como nao linearidade
do tipo Timoshenko e aparece numa variedade de mo-
delos, na maioria das vezes associada com vibragdes ndo
lineares de vigas e placas Eisley (1964).

Utilizaremos a teoria de semigrupos, para estudar
a existéncia e unicidade de solugdo global do modelo
termoeléstico

utt+A2u+u—M</ |Vu|2dx) Au—60+A0=0
IRn

em R" x (0, + c0),

0 +0 — A0+ u; — Auy = 0 em R" x (O,+OO),

u(x,0) = up(x), u(x,0) =up(x), 6(x,0) =6y(x)

em R”,

)
onde M é uma funcdo que satisfaz as condicdes (2),
u = u(x,t) é o deslocamento ao tempo t > 0 e x € R”,
6 = 0(x,t) é a diferenca de temperatura com relagdo a
uma temperatura de referéncia fixa.
Analisaremos o comportamento da energia total

B() =5 [+ 8uf + 1+ )ax +
IRn
Lo </ |Vu|2dx), 4)
2 R

R A
com M(A) = / M(s)ds, associada ao modelo (3) quando
0

t — +o0.

Em (4), através de um célculo direto supondo re-
gularidade suficientes nas solugdes u e 8 verificamos
que

%{E(t)} - —/}Rn 6%dx — /]R IVO|2dx <0 (5)

o qual diz que E(t) é ndo crescente Vt > 0.

Observe que o modelo (3) é um acoplamento entre a
parte mecénica e o efeito térmico. Em geral poderia ser
considerada a classe

e + Nu+ f(u,0,A8,Vu,Au) =0 em R" x (0, + o0),

0 — A0 + g(0,us, Aug) =0 em R" x (0, + o0)

(6)
sendo f e g fung¢des satisfazendo condicdes apropriadas
nas suas componentes.

Denk et al. (2010) consideraram a parte linear do
modelo (3) sem os termos u, —0, 6, u; num dominio ex-
terior a uma regido limitada do R"(n = 2,3). Mais
precisamente foi considerado o problema

Uy +ANu+A0 =0 em Q x (0,—|—00),
6y — A0 — Auy =0 em Q x (0, + o), (7)
ulr = Dy|r = 0|y =0 para x € (),

onde () é um dominio exterior de R"(n = 2,3); T é a
no 9

fronteira de ), Dy = Y vi=— ev = (vi,...,vy) é 0

j=1 0%

vetor unitario normal exterior a I'.
Nesse caso temos que

d

_ 2 .
SHE®) = /Q|ve| dx < 0; 8)

onde
1
E(H) = 5 /Q(u% + | Auf? + 0%)dx,

é a energia total associada ao modelo (7).

Em Denk et al. (2010) os autores consideram solugdes
fortes nos espagos funcionais adequados e mostraram
que (localmente) as solugdes possuem decaimento loga-
ritmo no caso n = 2 e decaimento polinomial no caso
n = 3. Para obter a taxa de decaimento da solucgdo
associada ao modelo (7) foram utilizadas férmulas de
expansdo associadas ao resolvente do semigrupo anali-
tico associado ao modelo.

Em nosso trabalho um dos objetivos é obter uma
taxa de decaimento global para a energia associada ao
modelo (3). Para isso estamos propondo o caso espe-
cialonde f = u—0+ A0 —a(t)Aue g =60+ uy — Auy

com a(t) = M (/ |Vu|2dx> o qual permite usar a
R”

coercividade do operador I — A.

E evidente que em (3) poderiamos considerar coefici-
entes constantes (positivos) nos termos de f e g, porém
os célculos seriam essencialmente os mesmos.

Poderia ser questionado a eliminagédo dos termos —6
em f e u; em g. Certamente para obter a existéncia de
solugdo global ndo seria problema, no entanto, para o
comportamento assintético nossos funcionais teriam que
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ser modificados ou substituidos por outros que ainda
ndo estudamos.

Neste trabalho determinaremos uma taxa de decai-
mento quase uniforme para E(t) dada em (4). Para
obter essa taxa de decaimento seguiremos as idéias con-
tidas em ¢, Menzala e Zuazua (1998) e Menzala e Zua-
zua (2003) e construiremos um funcional de Lyapunov
adequado, o que é possivel devido a propriedade de
coercividade do operador I — A.

Mais precisamente, provamos que a energia total
E(t) associado ao modelo (3) decai exponencialmente,
isto &, E(t) < 3E(0)e™ ", Vt > 0 onde 7 é uma constante
positiva que depende somente da energia inicial.

2 Existéncia e Unicidade de Solucao
para o Modelo (3)

Fazendo a mudanga de varidvel u; = v podemos escrever
o modelo (3) como um sistema de primeira ordem em t;

d N
ZU =AU+ RNU )
u(t) 0 0 0

onde U(t) (v(t)),ﬁ—(NOO)comN
0(t) 0 0 0

0 I 0
at)hue A= —-A*—-1 0 I-A |,

coma(t) =M (/Rn |Vu2dx>.

Introduziremos agora o espaco de Hilbert H =
H?(R") x L?(R") x L?>(R") com o seguinte produto
interno

(i)

sendo (1,0,0), (i1,6,8) € H e por notagdo adaptada (.,.), ||.|
denotam o produto interno e a norma em L?(R") res-
pectivamente.

O dominio natural de A é dado por:

it

T

] ) = (u,il) 2 + (v,8) + (6,0).
H

D(A) = HY(R") x H*(R") x H*(R").

Com as notagdes acima, provaremos o seguinte re-
sultado que sera de fundamental importancia para a
obtencdo de existéncia de solucdo de (3).

%U = AU, com A dado

anteriormente, é governada por um semigrupo de contragoes
de classe Cy sobre H.

Teorema 1. A parte linear de (9),

Demonstracao: De acordo com o Teorema Lumer-Phillips
(ver Pazy (1983), pg.14 )é suficiente provar que D(A)
é denso em H e A é um operador m-dissipativo sobre
H. Neste caso vamos considerar A\g = 1. A seguir
provaremos esses fatos.
De fato, a densidade de D(A) em H é classica.
Provamos agora que A é m-dissipativo em H. Dado
[u,0,0] € D(A), vemos que
v u
“ANu—u+0—A0 |,
Av—v+AO—0 2

%
0

Re(AU,U)H

= (vu)pe + (—A%u—u+6—A6,v)

+ (Av—v+A0—6,0)

= (vu)+ (Av,Au) — (Au,Av)
(u) + (6,0) — (A6,0) +

+ (Av,0) —(v,0) — (VH,V0) —(0,0)

= —(Vo,V0) — (6,0)

= —[|VoIF—lo|* <0

Assim A é um operador dissipativo sobre . Falta
mostrar que dado [f,g,h] € H, existe um elemento

[u,0,0] € D(A) tal que
|
8
h

u
(I-A) | o | = (10)
0
u—v=f
{ v+Au+u—0+A0=g

a equacdo (10) implica que
0—Av+v—-—A+0=h

substituindo v = u — f na segunda e terceira equacao
do sistema acima, obtemos

{2u+A2u—9+A6—g+f 1)

20+ u— A0 — Au=h+ f — Af.

Para resolver (11), baseados em célculos formais,
definimos a forma bilinear sobre o espago de Hilbert
H? x H!

a:[H*x H'> - R

dada por

o([0] 10]) = 2000+ @use) - @)
+ (0,89) +2(6,9) + (wy)
- (Auy)+(VO,Vy)

e a forma linear

T: H*xH' — R
(o] — T([py])
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com

T(loa) = [, 8+ odx+ [ (F=APwds+ [ by

n

Claramente 4(.,.) é continua e coerciva, de fato

(L5]-5])

2(uu) + (Au,Au) — (0,u) + (6,8u)

2(0,6) + (u,0) — (Au,0) + (V6,V8)
(wu) + (Au,Au) + (6,0) + (V6,V0)
||l [+ [|Aul* + (161> + || V6[]*
[l 2 + 1161 251

e garantimos que T € (H? x H')'.
Com isso, o Teorema de Lax-Milgran, garante que existe
um tnico [,0] € H? x H' que é solucdo de:

(5113

para todo [¢,y] € H? x H.
Tomando ¢ = 0, em (12) temos

]) — (F+90)+(F9) — (V) + () (12)

2 (Brlp) + (M,l/)) - (AuzlP) + (VG,VIIJ)
(F9) + (Af9) + (hy), Vo € H'

o que implica que 6 é solugdo da equagao

Portanto pelo Teorema da Regularidade Eliptica 6 € H?(R")
(para mais detalhes veja Brezis (2010)). Agora se i = 0, em
(12) temos

2(u,9) + (Au,Ap) — (0,9) + (6,09) = (f + 8,9), Vo € H

que também implica que u é uma solugdo da equagao

Logo u € H*(R"). Considerando esses fatos concluimos
que R(I — A) = H, com isso A é um operador m-dissipativo
sobre H. [

Estudaremos agora a parte nédo linear do modelo (3).
Para isso consideraremos o seguinte resultado:

Lema 1. Sejam N = N(u) definida anteriormente e M
satisfazendo (2). Entdo a aplicagio N : H™2(R") —
H™(R") m > 0, satisfaz a sequinte condigio.

[IN(u) = N(@)|[mm < Ley [ = 0| [ s
sempre que

[lul|gmez < Cq e ||v||gme2 < Cq,com Cy >0 e Le, = L(Cp) > 0.

Demonstracdo: Usando a norma equivalente a norma
de Sobolev, temos

INGo) = NI = [ (1+18P)" 1N () - N(o) g

onde N ¢é a transformada de Fourier de N e

C: (61/62/' . ~/€n) e R™.

Utilizando a desigualdade triangular obtemos que

| N(u) - N(o)]
‘fM </R |Vu|2dx) \&2a + M (/R |VU|2dx) 1225

< ([ 1eP1aRac) | - e+ ¢

b ema ([ wepiapac) e ([, ieriorac )| ePio
< m( f, lePlat) ePla o

b | (f epiaac) v ([ 1epiorac ) lepio

Como por hipétese M € C}(R"), o teorema do Valor
Médio nos garante que existe x € (0,Cy) tal que

- (f lePiapae) + ([ 1ePlorac)

M) [ (1ePIeR - le?/af) de.

Logo

- f ) < rors)|

max (M| [ (12102 - eP1o2) ac).

0<s<Cy

<

Segue das estimativas anteriores que

| N - Rl <M ( [ JePaka) e -

4 gmax (@) [ (18RI - 1EP17) de| i

Ogsscl

Utilizando a desigualdade de Holder e a desigualdade
triangular obtemos

[ (1el1aR — eioR) e

= | . Uelal + 21D (elial - elon ]

1/2

N

RGLE c||a|>2dc:f)m RGIEEEERS

([, e+ evpnrae) ([, iepia—orae)

V2(| |2 + o] 2) |1 = 0] | g2
2\/5(:1”14 — U||Hm+2'

Usando os fatos anteriores, vemos que

I N(@u) = N@)|[} = _/W(l +81%)™IN(u) — N(v)[2dg
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N

J e (v ([ 1e1apac ) 11 - o

2
M (3)[2V2C ||u — 0| | g2 |E2|] ) d
o ma [MS)2VEC i ol e |v|) ¢

2
= 2( max M(s)) ‘|M7v‘|%{m+2

0<s<Cy

2
+ 160} ((max (M) ) = ol ol

0<s

N

2
2( max M(s)) HM—UH%{mz

Ogsgcl

2
+ 16C‘11(max |M’(s)|) [t — 0|2
X1

0<s<C
Logo

| NG = N©lr < V2 max M) e = ol

2
+ 4Cy <og;2)él |M’(s)|> [lu —o||gmiz.

Consideremos
C = max{ﬁ( max M(s)) ,4C3 ( max |M/(s)|) }
0<S<C1 O<S<C1
Segue que
[IN(u) = N@)[lgn < Coflu—ol[gnea + Coflu — o[ gns2

Co(1+ CF)||u — 0| [y

LC] HH — Z)||Hm+2

onde L¢, = Co(1+ C#) > 0. Isto conclui a demonstragao do
lema 1. n

Lema 2 (Solugao Local). Sejam A e N definidas anterior-
mente, onde M satisfaz a condigio (2). Entdo se {uo,u1,00} =
U, € H* x H? x H? existe uma tinica

U(t) = {u(t)us(t),0(t)} e Tmax > 0, tal que

U € C([0,Tmax),H* x H? x H*) N CY([0,Tmax),H? x L2 x L?)
e U(t) satisfaz (3).

Demonstragio: Inicialmente observamos que D(A) =
H* x H? x H2. Sabemos do teorema 1, que A é um
gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes,
digamos {S(t)}+>0 de classe Co em H? x L2 x L2.

De acordo com Pazy (1983), é suficiente mostrar que
a aplicagdo F : H* x H? x H?> — H* x H? x H? definida
u(t)
v(t) | élocalmente
(¢)

Lipschitiziana. Mas isso é consequéncia do Lema 1. m

por F(U) = NU, com U(t) =

Teorema 2 (Solucdo Global). Suponhamos que M satisfaz
a condigio (2). Se {ug,uq,00} = Uy € H* x H? x H?, entdo
o problema (3) admite uma tinica solugdo forte U = {u,u,0}
satisfazendo

U € C([0, 4 o0); H* x H? x H*) N CY([0, + 0); H? x L2 x L?).

Demonstrac¢ao: Segue do lema 2 que existe um par de
funcoes {u,0}, com u € H*u; € H*>uy € L%0 €
H2 e 6 € L2 que é solugdo de (3) em [0,Tmax), para
algum Tyax > 0. Em outras palavras, temos existéncia
local no intervalo maximal [0, Tmax)-

Queremos mostrar que Tmax = +00. Suponhamos
que Tmax < +o0.

Nesse caso, por Pazy (1983) devemos ter

i ([[U(D)|[ s p2scz) = +oo. (13)

t—Tmax

Seja 0 < t < Tpax. Utilizando as equagdes de (3)
temos que

d (1 2 2, .2, 2 [y / 2
Cﬁ{z/ﬁ{rl(ut+|Au| +u+0 )dx—’_EM ]R”|vu‘ ax

- —/ szx—/ V6|2dx
R" R"
A

onde M(A) = /0 M(s)ds > 0. Disto segue que
E(t) < E(0) Vt € [0,Tmax)

onde

1 1
E(t) =5 /]Rn(u?Jr |Auf? 4142+ 6%)dx + S M (/R \Vu|2dx) :

Da estimativa acima garantimos que
[lullf < 2E(0), [lmil[* <2E(0) e [6]* <2E(0).  (14)

Agora vamos considerar o funcional
1 N ~ ~ ~
o@h) = Slel* (112 + A+ [l il + 012 + (el Pal?)

onde i = #I(E,t) e § = B(&,t) sao transformadas de Fourier das
fungdes u e 0 respectivamente e & = (1,82, ...,6n) € R™
Diferenciando {(¢,t) com relagdo a ¢, obtemos

d N ~ ~ ~
g 3160 (18 + (0 IR + B + w() e F1aP) |
= o) ( [, IePRe(a TYE ) €172 - 110+ 1P 15

onde

ey = ([ ePlarac) e n = ( [ iePiakac).

Devido a (14) sabemos que /]R |Vu|?dx < 2E(0) e como

M € CY(R™), podemos afirmar que M e M’ sio fungoes li-
mitadas em 0 < t < Tmax, dai em virtude da desigualdade
de Holder e o lema de Gronwall juntamente com (14) e (15)
vemos que

Z(&t) < (8,0)eKTm, (16)



355 Buriol e Siguenas: Estabilidade quase uniforme de um problema termoeastico semi linear

integrando (16) em R” e usando o teorema de Plancherel,
vamos obter que

[l 124 < C(Tmax), |ue|2 < C(Tmax) e 118122 < C(Tmax)-

ou seja, {u,u;, 0} é limitada na norma H*x H2 x H%, V0 <
t < Tmax- Mas isso contraria (13), logo Tiax = 400 provando
a existéncia de solugédo global para o modelo (3). m

Resta-nos mostrar a unicidade da solugdo, para isso

suponhamos que (3) tenha duas solugdes {u,u;,0} e {ﬁ,ﬁt,@}

com os mesmos dados iniciais no tempo t = 0.
Entdo, a diferenca w = u — i e z = 6 — 6 satisfaz

wi + ANw+w —z+ Az = r(t)Au — s(t) A
zt+z—ANz+wy — Aw; =0 17)

w(x,0) =0, wi(x,0) =0, z(x,0) =0

onder(t) = M (/}R Vu|2dx> e s(t)=M (/R |w|2dx>

Em (17) multiplicamos a primeira equacado por wy, a
segunda por z, e integrando em R”, obtemos

1d
37 {/}Rn(w%+ |Aw|? + w? +zz)dx}

< r(t) (Au,wy) — s() (Attwy). (18)

Sabemos que E(t) < E(0), V¥t > 0 disto segue que
/R |Audx < E(0) e /R \Vu[2dx < E(0) Vt > 0,
Como M € C!(IR*), sabemos que;

M(/ |Vu|2dx) <CeM (/ |Vu\2dx> <C, V>0,
IRYI IRII

Usando as observagdes acima, o teorema de valor médio a
desigualdade de Holder vamos obter (raciocinio semelhante
ao lema (1)) que

‘M (/]1.@ |Vu\2dx> (Auwe) — M (/]1;,, \Vﬁ|2dx> (At,wy)

< C(l1Aw][? + ||Vl + [feoe] ).

Agora, por (18) deduzimos

%% {/Rn(wtz + |Aw|? + w? +zz)dx}
< 6/}R”(\Aw|2+ IVl + w?)dx.
Claramente
'/]I.{” |Vw|?dx = '/11.{" VwVwdx < ./];{'* |Aw|*dx + ,/]I.{" |w|?dx,

combinando estas desigualdades acima temos

%% {/Rn (w? + |Aw|? 4 w? +22)dx}

< 5/ (w? + 2| Aw|? + w?)dx
RYI

< 26/1[{ (w? + |Aw|? 4 w? + 2%)dx.

O lema de Gronwall e os dados iniciais em ¢ = 0 implicam
que u = u,uy = iy e 6 =46, Vt > 0. O que mostra que a
solugéo de (3) é tnica. [

3 Decaimento Exponencial

Vamos considerar o problema (3) em R" x R*. A fim de provar
nosso principal resultado vamos precisar alguns lema técnicos
que sdo consequéncia das propriedades de regulariedade da
solugédo obtida no teorema 2.

Lema 3. Seja
N 2.2 g2 1o / 2
E(t) = 5 ‘/]Rn(ut + |Au|* + u” 4 6%)dx + 2M e |Vu|“dx | com
N A
M(A) = / M(s)ds, a energia associada ao modelo (3) onde
0

{u,us,0} é solugiio global obtida no teorema 2. Entdo

d _ 2, 2
SHE()} = /Rnedx /Rn\vmdx.

Demonstra¢ao: Temos que

%{E(t)} = /]I.{n(ututt + Auluy + uuy + 06;) dx

M (/ |Vu\2dx)/ VuVu; dx.
Rﬂ RVI

Das equagoes do modelo (3) vemos que

J’_

utt:—Azu—u—Q—a(t)Au—i—G—AG e 0= A0 —0—u + Auy.

Substituindo essas identidades na derivada anterior e usando
as féormulas de Green obtemos

d _ 2 o 2
SHEM) = /Rno dx /an” dx.

Lema 4. Sejam e > 0 e {u,us,0} a solugio do problema (3) obtida
no teorema 2. Definimos

R(t) = eS(t) + %T(t)

S(t) = /IR” ur(I—A)"todx e T(t) = /IR” uudx.

€

HROY =—7

2 A2 -1
udx—s/ A u(I —A)" 0dx
2.]R" t JRe ( )

— s/ u(IfA)_19dx+£a(t)/ Au(I—A)"'0dx
RH Rll

+ s/“ G(I—A)’ledx—s/ AB(I — A)~10dx
JRn R"
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- d / |Aul?dx — ¢ / uldx — ¢ / u0dx + / ubdx — / uAfdx.
2 JRn 2 Jrr JR? JR?
- %a(t) /]R” |Vu|?dx + ; /]R;1 ubdx — - / uAfdx. Desta observagéo segue que
Aqui (I — A)~Y denota a inversa do operador I — A : H>(R") — % T()} = /]R” uZdx + /]R” uupdx
L2(R™) e como definimos anteriormente a(t) = M (/ |Vu|2dx> . 9 9 5
R = / utdx—/ |Au| dx—/ u-dx
JRe R" JRe
Demonstragdo: Temos que — a(t) /]R ) |Vu|?dx
d d 5 + [ ubdx— [ unedx. 23
sy = S [ w- ) toar) J 1408 = f, w0 @)
_ / (I — )71 0dx Combinando (22) e (23), segue o resultado. ]

d
+ /}R w—{(1 - A) 716} dx. (19)

Da segunda equacédo de (3) temos que

0 = —0—u+ A0+ Auy
= —(0+u)+A0+u)
= —(I-M)(6+u)
logo
A (1= 8)70) = —0—u 20)
dt - t

]
Multiplicando a primeira equagio de (3) por (I —A) 16 e
integrando sobre R obtemos

_ —./]RnAzu(I—A)’ledx
_ /]Rﬂu([,

+ a(t)/]R”Au(I—A)_ledx

+ /]RnG(IfA)*ledx

— /”AB(I—A)_l(de. @1)

I1—A)"od
o (1= )

A)10dx

Substituindo (20) e (21) em (19), concluimos que
a _ 201 _ Ay=lpde A1
S15(0) /]RnA (I — A)~odx /]R”u(l A)~10dx
a(t)/ Au(z—A)*leder/ 0(1— &) 10dx
RM ]Rn

- /Ae(z_A)*ledx
]RV!

- / utde—/ u%dx. (22)
]RM RM

Agora observe que, multiplicando a primeira equagao de
(3) por u e integrando em R”, tem-se

/ uupdx = 7/ quudxf/ uzdera(t)/ uAudx
Rﬂ RVI RH ]I{H
/ qux—/ uAOdx
n RYI
f/ \Au\zdxf/ uzdxfu(t)/ |Vu|?dx
R" R" R"

+

+

Lema 5. Sejam ¢ > 0, {u,u,0} a solugdo do problema (3) obtida
no teorema 2 e R(t) definida no lema anterior. Entdo existe uma
constante k = k((E(0)), tal que

d e [ 2 e [ 2
— < —_— — — — —
GROY < = [ ubx S/W|AM\ dx /

- fa(t)/ |Vu|2dx+ks/ 62dx, Vt >0
2 R” R”

Demonstragiao: Sabemos do lema anterior

%{R(t)} = 5 [ wav S [ sufax= S [

L /R (Vu|2dx + Ay (£) + Aa(t)

+ is(f) + Ag(t) (24)
onde
/ 19dx—£/nA9(I—A)’19dx
uw:<>/ u(l - A)6dx
As(t) = —¢ [ u(1—a)" 19dx+£/ 6(I — A)0dx
Ag(t) = 2/ ubdx — 2/ uAdefs/” 9dx.

O préximo passo é limitar os termos A]'(t), 1<j<4 De
fato, utilizando a desigualdade de Holder

| A1[(£)
—s/ Au(l - A)’ledx—s/ AO(I — A)~'dx
RVI IRn

Aq(t) <

€ 3e
< ZlBulP+ ST - 8) 70l + 216112,

usando a identidade
1(T—A)70]13. = |[6]%, V6 € L2 (25)
Segue que

Ar(t) < gl1Aul[? + 2] 6] . (26)

Para estimar A;(t), observamos que / |Vu|?dx < 2E(0)
RH

e como M € C!(R") podemos afirmar que

_ 2 _ _ +
a(t) = M (/R Vul dx) < max | M(s) = M(E(0) =d € R*.
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Usando a majoracdo anterior e (25) deduzimos que
A(t) < ea(t) / || — A)~10]dx
JRr
€
< gllull? +2ea]0] 7 @)
No caso de A3(t) usando (25), deduzimos que
€ 5¢e _ €
As(t) < GllulP+ ST = A) M6l + S lel
8 2 2
_ ¢ 2, 98 02, €2
= SllulP+ 16l + llel
€
= gllull®+3ello]*. (28)
Finalmente da desigualdade de Holder vemos que

e [ & :
= qux—&—f/ Au 9dx+e/ us||0]dx
5 o lullolax+ 5 [ sulleldx+e [ o)

= SlulP+2el0) P + Sllaul?+ Sl 2 @9)

Ag(t) <

Portanto, ponhamos k = 7 + 242 e combinamos (24) com as
desigualdades (26)-(29) completa-se a demonstragdo do Lema
5. ]
Lema 6. Sejam 0 < ¢ < 1/3e H(t) = E(t) + R(t), com E(t) e
R(t) definidos nos lemas 3 e 4, respectivamente. Entdo

1 3

SE(H) <H() < SE(1), vt >0.

Demonstra¢do: Usando a desigualdade de Holder e Young
obtemos

I1S(8)]

‘/}R (I — A)~10dx

1 2 Lig2
= — — < .
2/]Rn Jur|*dx + S]10]1* < E(1) (30)
Além disso,
IT(t)] = ’/]R" uupdx

1 2 1 2
< I T <E(). @1
3 o NP+ 5 [ JuPdx < E@). @D

A desigualdade triangular juntamente com (30) e (31) ga-
rante que

€ 3e
IR < el S+ F|TH)] < FE@).
Consequentemente,
3e 3¢

~E(H) <R(H) < SE(R).

Somando E(t) nas desigualdades anteriores obtemos

E(t) — %E(t) <E(H) +R(H) <E(H) + %E(t).

Como H(t) = E(t) + R(t), segue da estimativa anterior

que
(1= 3IE®) < H) < 1+ FEW),

Portanto, para 0 < e < 1/3 garantimos que
1

SE() < H(H) < %E(t), Vi > 0.

Lema 7. Sejam ¢ > 0 e H(t) definida no lema anterior, entdo

d €
= < —= >
dt{H(t)} ~ 8E(t)r Vt/O,

para algum ¢ > 0, satisfazendo ek < 1/2 onde k é a constante
definida no lema 5.

Demonstrag¢do: Do lema 3 e do lema 4 vemos que

d
SAH®D}

d d

THEW) + TR

_ 2 40 24. & 2
(1+sk)/Rn9dx /]R”|V9|dx 4/]R”utdx

—— 2 — [ iy & / 2
S/IR” |Au|“dx S/R’lu dx 2a(t) - |Vu|“dx.

Usando a hipétese € < 1/2 resulta que

N

d 1 2 € 2 € 2
_ < == - - - -
t{H(t)} < 2/n9 dx /”utdx 8/” |Au|“dx

€ 2, € 2
u-dx 2a(t) /IR" |Vul|~dx. (32)

g']Rn

Como M é uma fungéo ndo decrescente e a(t) > 0 podemos
afirmar que

/ \Vu|Pdx
/0 R M(s)ds < M (/]R |Vu|2dx> (/R |Vu|?dx —0) .

Disto segue que

/ |Vu|?dx
—a(t) / Vu2dx < — / R M(s)ds.
R" 0

Substituindo a desigualdade anterior em (32) e observando

1
que & < 5 obtemos

d 1 2 € 2 € 2
— < — — — — —
dt{H(t)} 5 ]RnG dx 4/]R” updx B/IR" |Au|“dx

& 2 & / 2
u“dx — —a(t Vul~dx
R" 2 (* IR"| |

/

8.
< —¢ - 0%dx — Z/}R” u?dx — %/}R" |Au|?dx
2
e 2, € /]Rn|Vu|dx
8 Jrn dx 2/0 M(s)ds
< —SE®. (33)

8
L]
Aplicando os resultados obtidos nos lemas acima estamos

em condigdes de demonstrar o principal resultado desse traba-
lho dado abaixo:

Teorema 3. Seja {u,u,0} a solugio do problema (3) obtida no
teorema 2, com {ug,u1,00} = Uy € H* x H? x H2. Considerando
que M satisfaz (2), entdo a energia total associada ao problema (3)

_1 2 2., .2, 2 1= / 2
E(t) = 5 [+ |8uP 402+ 0)dx+ 50 ([ [Vufdx
satisfaz

E(t) < 3E(0)el=7), vt >0

N A
onde M(A) = /
0

somente da energia inicial.

M(s)ds e <y é uma constante positiva dependendo
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Demonstragdo: De acordo com os lemas 6 e 7 temos

%{H(t)} <-SEW e H()<EW, w20
Dai,
d €
SO} < =5 H). (34)

Aplicando a lema de Gronwall em (34) concluimos que

H(t) < H(O)e<7(%>t>, Vi > 0.

Da desigualdade acima e do lema 6 vemos que

%E(t) < H()
< H(O)g<_(%>t>

< 3E(O)e<_ <%>t>

ou seja,
€
—( =)t
E(t) < 3E(0)e< <12> > vt > 0.
Considerando v = % concluimos a demonstra¢do do
teorema 3. ]
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