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Resumo

O presente artigo visa estabelecer as bases para a construgdo da ferradura de Smale com medida positiva, originalmente apresentada
por Rufus Bowen em um artigo de 1975. Para isso, iniciaremos com a construgdo da cldssica ferradura de Stephen Smale,
apresentada por Smale em 1967. Considerando uma figura D em forma de estddio no plano, que contém um quadrado Q, faremos
uma contragdo e expansdo de D a fim de obter uma figura em forma de ferradura. As operagdes de contragdo e expansio definem
uma fungdo f : D — D. Definimos entdo a ferradura de Smale como o conjunto A dos pontos g € Q C D que permanecem em
Q apds iteragoes futuras e passadas da aplicagio f. Esse conjunto A é um conjunto de Cantor. A ferradura de Bowen, ou seja, a
ferradura de Smale de medida positiva, é um conjunto que duplica a ferradura de Smale.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos, ferradura de Smale, Conjunto de Cantor.

Abstract

The present paper aims to establish the bases for the construction of the Smale’s Horseshoe with positive measure, originally
presented by Rufus Bowen in an article from 1975. To attain this, we start with the construction of Stephen Smale’s classical
horseshoe, presented by Smale in 1967. Considering figure D in the shape of a stadium on the plane, which contains one square,
Q, we will make one contraction and one expansion of D to obtain a figure which looks like a horseshoe. The operations of
contracting and expanding define one function, that is, f : D — D. We define Smale’s horseshoe as set A of points g € Q C D
which belong to Q after future and past interactions of function f. This set A is a Cantor set. Bowen'’s horseshoe, i.e., Smale’s
horseshoe of positive measure, is a set which duplicates Smale’s horseshoe.

Keywords: Dynamical systems, Smale’s horseshoe, Cantor set.
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1 Introdugao

Sejam M um conjunto ndo vazio de pontose f : M — M
uma funcdo. O par (M, f) é chamado de sistema dindmico.

Seja x € M um ponto qualquer. A 6rbita positiva de x
com relagdo a f é o conjunto

Of (x) = {x, f(x), f(x),..., f' ().},

onde f/(x) = f(fI~!(x)), para j un inteiro positivo. Por-
tanto, Of (x) € o conjunto dos pontos de M que sdo
iteragdes sucessivas de x pela fungdo f. Se f é inversi-
vel, definimos a drbita negativa de x com relagdo a f por
OJ?(x) = {f~™(x);m € IN}. A drbita completa de x, ou
simplesmente dJrbita de x, com relagdo a f, é o conjunto
Of(x) = O}r(x) UO5 (x).

De maneira geral, um dos objetivos da teoria de sis-
temas dinamicos ¢ o estudo dos conjuntos Of(x) para
todo x € M, ou seja, é uma teoria que da elementos para
predizer o que ocorrerd no futuro de um determinado
sistema, bem como trata do passado desse sistema. Refe-
réncias para um estudo mais aprofundado desse assunto
sao Brin (2002), Devaney (1994), Nitezcki (1971), Palis
(1982), e Smale (1967).

Dizemos que x é um ponto periddico de f se o conjunto
Ojf(x) for finito, ou seja, se existir n o menor inteiro
positivo tal que f"(x) = x. Nesse caso, dizemos que
o ponto x é periddico de periodo n. O conjunto Per(f)
é o conjunto de todos os pontos periédicos de f, de
qualquer periodo. O estudo de pontos periédicos é
um assunto importante seja pelas aplicagdes ou pelo
conhecimento da dindmica da funcdo envolvida. Porém,
descobrir a quantidade de pontos peridédicos de uma
aplicagdo e quais os periodos desses pontos pode ser
um trabalho néo trivial. Um resultado interessante que
nos auxilia nesse aspecto é o conhecido Teorema de
Sarkovskii. Esse teorema afirma que, considerando a
ordem de Sarkovskii dos ntimeros naturais, dada por
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esendo f : R — R uma fungao continua que possui um
ponto periédico de periodo m, e se m>1, na ordem de
Sarkovskii, entdo f também possui um ponto periédico
de periodo /.

Portanto, pelo teorema de Sarkovskii, se uma fun-
¢do real continua tem um ponto periédico de periodo 3,
entdo ela tem pontos periédicos de todos os periodos.
A forca do Teorema de Sarkovskii se da na hipétese,
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bastando que a funcéo seja real a valores reais e con
tinua, porém sua fraqueza é sentida caso queiramos
saber a quantidade de pontos peridédicos de determi
nado periodo. Outro fato é que ndo ha um equivalente
ao Teorema de Sarkovskii para dimensdes maiores.

Em Devaney (1994) ha um estudo de Per(F,), onde
F, : R — R ¢é a familia a um parametro, y € R, de
fungdes quadraticas dadas por Fy,(x) = ux(1 — x). Cada
uma dessas fung¢des é comumente chamada de logistica
e suas aplicagdes sdo evidenciadas, principalmente, na
area de biomatematica. No seu livro Devaney apresenta
por exemplo, a existéncia de um ponto periddico de
periodo 3, para u > 4, e portanto, pelo Teorema de
Sarkovskii, ocorre a existéncia de pontos periédicos de
todos os periodos. Além disso, temos a existéncia de um
conjunto A, para u > 2+ /5, cujos pontos periédicos
formam um conjunto denso em A. O conjunto A §é
na verdade um conjunto de Cantor. Esse exemplo nos
dé uma ideia da complexidade que pode apresentar o
conjunto dos pontos periédicos de um sistema dinamico

Outro tipo de ponto particularmente interessante, é
chamado de ponto fixo de f e satisfaz f(x) = x, para
x € M. O conjunto de todos os pontos fixos de f ¢
denotado por Fix(f). Um resultado ttil para verificar a
existéncia e unicidade de ponto fixo para uma fungéac
f, é o Teorema da Contragdo. O ponto chave desse
resultado é considerar que a funcdo f envolvida contraia
intervalos, ou seja, a func¢do f : M — M deve ser uma
contragio. Dizemos que f é uma contracgdo se existe um
ndmero A € R, 0 < A < 1, tal que para todos x,y € M
vale que [|f(x) — f(y)|| < Allx —y||, onde utilizamos a
norma usual do plano.

Teorema 1 (Teorema da Contragdo). Sejam M C RR?
um subconjunto fechado e f : M — M uma contragao
Entdo, f possui um tinico ponto fixo ¥ € M. Além disso
J%f”(x) = X, para todo x € M.

Além de Per(f) e Fix(f), outro conjunto importante
em um sistema dindmico (M, f) é o conjunto ndo-errante
Q(f), que é formado pelos pontos que sdo, no sentido
das vizinhangas do ponto em questdo, quase um ponta
periddico, ou seja, é periddico considerando que os pon
tos de uma vizinhanga retornam em algum tempo para
essa vizinhanca. Formalmente, esse conjunto contém
todos os pontos p de M tais que se U é uma vizinhanga
de p em M entdo existe um ndmero inteiro n > 0 tal
que fA(U)NU # Q.

O conjunto ndo-errante é invariante por f, ou seja
F(Q(f)) € Q(f) e também é um conjunto fechado.

O Closing Lemma é um problema em aberto até os dias
de hoje, e que relaciona pontos periédicos e o conjunto
nao-errante de f. Esse problema questiona a veracidade
da igualdade Per(f) = Q(f) considerando f um dife
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omorfismo genérico de classe C", r > 1,1 definido em
uma variedade compacta de dimensdo 1. Detalhes sobre
esse problema podem ser encontrados em Palis (1982).

Continuando com a andlise dos elementos dindmicos
de uma fungdo, vamos agora nos restringir ao sistema
dindmico (R?, f) onde f é um difeomorfismo. Assim,
nesse caso, dizemos que o subconjunto A C R? é um
conjunto hiperbélico para f se satisfizer:

1. Para cada p € A existe um par de retas W*(p) e
W*(p) no plano tangente em p, que sdo invariantes

por Df(p).

2. W5(p) e W"(p) variam continuamente com p.

3. Existe uma constante A > 1 tal que ||[Df(p)(v)| >

Allo|| para todo v € W!(p) e [Df ' (p)(v)] =
Al|v|| para todo v € W¥(p).

As retas W*(p) e W"(p) sdo chamadas de conjunto
estdvel e instdvel, respectivamente, de p. Essas retas ditam
o comportamento dos pontos préximos ao conjunto A,
ou seja, W*(p) é a diregdo de atragdo ao passo que W"(p)
é a diregdo de repulsédo, considerando as iteradas da
fungéo f.

Dizemos que o difeomorfismo f satisfaz o Axioma A
de Smale, ou simplesmente Axioma A, se valer

1. Q(f) é um conjunto hiperbélico;

2. Per(f) = Q(f).

Se f satisfaz o Axioma A entdo Q)(f) pode ser decom-
posto em uma unido disjunta e finita de subconjuntos
fechados chamados basicos. Essa decomposicao é cha-
mada de decomposigdo espectral, e o enunciado preciso
bem como a demonstragdo do resultado que garante a
existéncia dessa decomposigdo podem ser encontrados
em Smale (1967) ou Nitezcki (1971).

A ferradura classica de Smale, nosso foco nesse ar-
tigo, ¢ um exemplo de um difeomorfismo f que satisfaz
o Axioma A e a condic¢do de transversalidade, ou seja,
0s conjuntos estéveis e instaveis de pontos hiperbdlicos
sdo tranversais entre si. Neste exemplo, temos que Q(f)
é decomposto em trés conjuntos bésicos, a saber, um
ponto fixo atrator, um ponto fixo repulsor e, por fim, um
conjunto de Cantor onde os pontos periédicos de sela
sdo densos.

Nosso objetivo nesse artigo é apresentar a construgao
da ferradura de medida positiva. Para isto, vamos seguir
a referéncia Bowen (1975). No citado artigo, temos a
prova da existéncia de um difeomorfismo de classe C!
satisfazendo o Axioma A e tal que Q(f) possui na sua

1Uma fungdo f : M — M de classe C', r > 0, é um difeomorfismo
se f é bijetora, de classe C’, e sua inversa também é de classe C". E é
genérico no sentido topolégico de ser um conjunto residual, ou seja,
contém uma intersegao enumeravel de conjuntos abertos e densos na
topologia C".
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decomposi¢do uma ferradura de Smale de medida de
Lebesgue positiva.

Na segunda sec¢do desse trabalho apresentamos uma
introdugdo ao conjunto de Cantor com algumas proprie-
dades bésicas. A se¢do 3 estd dedicada a construgao da
ferradura de Smale, onde utilizaremos Ferreira (2007) e
principalmente Devaney (1994). Na tltima secdo apre-
sentamos o estudo da ferradura de Smale com medida
positiva, seguindo Bowen (1975).

2 Conjunto de Cantor

Uma das varias contribui¢des do matemético alemao
Georg Cantor (1845-1918) foi a construgao de um sub-
conjunto de [0,1], com vdrias propriedades interessantes,
através de um processo iterativo. O resultado desse
processo é chamado Conjunto Ternério de Cantor, ou
Conjunto do Terco Médio de Cantor.

Iniciando com o intervalo [0,1], vamos retirar o seu

12
terco médio (§,§> Teremos entdo dois intervalos fe-

chados remanescentes. De cada um desses intervalos
retiramos o terco médio aberto e obtemos quatro in-
tervalos fechados remanescentes. Repete-se o processo
indefinidamente. O conjunto dos pontos que permane-
ceram ap0s esse processo é o Conjunto Terndrio de Cantor
K. Denotando por Ej, Ey, ... os ter¢os médios retirados,

indicamos o conjunto de Cantor por K = [0,1] — U E,.
n=1

Defini¢ao 1. Um subconjunto K de um intervalo real
I é um Conjunto de Cantor se ele é fechado, totalmente
desconexo e um subconjunto perfeito de I. Um conjunto
é totalmente desconexo se ele ndo contém intervalos, e
é perfeito se todo ponto é um ponto de acumulagdo do
conjunto.

Proposi¢do 1. K é um conjunto de Cantor.

Demonstracido. K é um conjunto fechado, pois estamos
removendo intervalos abertos de um intervalo fechado,
logo permanecemos com um conjunto fechado.

Para mostrar que K é totalmente desconexo, obser-
vamos que depois da (n)-ésima etapa de sua construgao

: : 1
restam apenas intervalos de comprimento .. Portanto,

dado qualquer intervalo I C [0,1] de comprimento ¢ > 0,
se tomarmos 1 tal que 5 < ¢, o intervalo I ficara divi-
dido depois da (n)-ésima etapa de construgdao do con-
junto de Cantor K. Assim, K ndo contém intervalos.
Provemos agora que K é perfeito. Suponhamos ¢ € K,
obviamente, se c é um ponto extremo dos intervalos re-
tirados entdo c é um ponto de acumulagado de K. Agora,
suponha que ¢ € K ndo é extremo de intervalo retirado
de [0,1]. Entdo, para cada n € IN, ¢ é um ponto interior
de um intervalo [x,,y,] que restou depois da (n)-ésima
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etapa de construgdo de K. Temos x;, < ¢ < y, com
Xnyn € Keyy —xy = % Logo, ¢ = limx, = limy, é
ponto de acumulagdo de K.

a

Se K é um conjunto de Cantor entdo uma de suas
propriedades é que K é ndo enumeréavel, essa ndo enu-
merabilidade nos leva a conclusdo que em K existem
pontos que ndo sao extremos de intervalos retirados no
processo de constru¢do do conjunto de Cantor. Além
disso, quaisquer dois conjuntos de Cantor sdao homeo-
morfos entre si. Esse fato nos leva a considerar apenas
o conjunto Ternario de Cantor para obter informagdes
topolégicas sobre um conjunto de Cantor mais geral.
Essas e outras propriedades podem ser encontradas em
Lima (2010) ou Lima (1970).

Teorema 2. A medida de Lebesgue em R do Conjunto
Ternario de Cantor é nula.

Demonstragido. O Conjunto Terndrio de Cantor é dado

(o] (o]

por K = [0,1] — U Eu, onde U E, é a unido dos in-
n=1 n=1

tervalos abertos retirados dos intervalos remanescen-

tes a partir do intervalo [0,1]. Sendo um conjunto fe-
chado, temos que ele é Lebesgue mensuravel. Portanto,

[e0)
m(K) = m([0,1]) — m( U1 Ey).
n=
Como Ey,Ey, ... é uma sequéncia disjunta de conjun-

[ee] (o]
tos Lesbegue mensuréveis, entaom( U E,) = ¥, m(E,),
n=1 n=1

onde m(E;) = 1/3,m(E,) = 2(1/3%), e mais geralmente,
m(E,) = 2”*1(1/3”), implicando que m( U E;) = 1.

n=1

Logo, como m([0,1]) = 1, temos m(K) = m([0,1]) —
m(U En) =1-1=0.
n=1 0

Para uma introdugédo a teoria da medida, que tem
como exemplo de medida a medida de Lebesgue, indi-
camos o livro Tao (2011).

3 Ferradura de Smale

A ferradura de Smale, devida a Stephen Smale, foi o
primeiro exemplo de um difeomorfismo contendo um
numero infinito de pontos periédicos e estruturalmente
estdvel. A dindmica da ferradura é muito semelhante a
da familia quadratica F,(x) = px(1 — x), cujas proprie-
dades podem ser encontradas em Devaney (1994).

Em entrevista a Jacob Palis, Stephen Smale afirma
que a ferradura é seu trabalho mais famoso e que o
desenvolveu nas praias do Rio de Janeiro, na mesma
época que resolveu parte da Conjectura de Poincaré,
veja Smale (1990). Smale recebeu a medalha Fields em
1966, por suas contribuigdes em topologia.

Vamos a construgdo da Ferradura de Smale. Consi-
deremos um quadrado unitario Q, um semicirculo A de
raio 1/2, e um semicirculo B também de raio 1/2. Vamos
considerar o conjunto D = AU QU B onde Q fica entre
Ae B, ou seja, D tem a forma de um estadio conforme
mostra a Figura 1. Definimos a funcédo f : D — D por:

Primeiramente, contraimos D por um fator 0 < § <
1/2 na direc¢do horizontal e expandimos na diregdo ver-

tical pelo fator % Assim, f(Q) é um retangulo longo

e estreito. Em seguida, colocamos f(Q) em forma de
ferradura dentro de D, conforme a préxima figura. Note
que f(Q) N Q é formado por duas componentes conexas,
dadas por retangulos verticais de altura 1 e largura 4,
que denotamos por Vj e V. As regides semicirculares
A e B estao contraidas e mapeadas dentro de A como
ilustrado na Figura 1.

N =
Q = == Vv . \/I
\i*/ f(A>@/f(B)

Figura 1: Primeira iteragao positiva da f.

Dessa forma, obtemos f(D), que esta contida em D.
Logo, f é claramente injetora, mas nao é sobrejetora e
portanto f~! ndo estd definida globalmente.

Para obtermos f2(D), repetimos o processo, con-
traindo horizontalmente, expandindo na vertical e do-
brando em forma de ferradura. E repetimos esse pro-

cesso a cada iteragdo da f.
A~ | A
A

L2 L2

Figura 2: Segunda iteragdo positiva da f.

Para estudarmos a dindmica de f precisaremos tam-
bém das pré-imagens. E usual utilizarmos o conjunto
das pré-imagens de pontos em fung¢des que nado sio
inversiveis. Assim, nesse caso, f /(x) é a j-ésima pré-
imagem de x por f, ou seja, sdo os pontos y € M tais
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que fi(y) = x. Logo, para as obtermos, fazemos a se-
guinte construcdo: partindo da mesma figura D, vamos
contrai-la na direcdo vertical pelo fator 0 < 6 < 1/2e

expandi-la na direc¢do horizontal por —. Em seguida, do-

bramos em forma de ferradura e colocamos sobre D na
posicao horizontal. Note que a contragdo e a expansao
ocorrem em dire¢des diferentes da iteragdo positiva da

f.
[ )
0 | = =)
N _

Figura 3: Primeira iteragdo negativa da f.

Note primeiro que a pré-imagem de Q consiste em
dois retangulos horizontais Hy e Hj, conforme a Figura
3, que podemos assumir serem mapeados linearmente
sobre as duas componentes verticais Vp e V5 de f(Q) N Q.
Observe que a altura de Hy e Hy e a largura de Vp e V3
sdo ambas dadas por J.

ﬁ

)"

R

Figura 4: Iteragoes de f.

Note que f é uma contracdo em A. Assim, pelo Teo-
rema da Contragdo, f tem um tnico ponto fixo p em A
e Jl_r)r;of”(q) = p para todo g € A, ou seja, p é um ponto
fixo atrator em A. Além disso, como f(B) C A, toda 6r-
bita positiva em B se comporta da mesma forma, ou seja,
se g € B, temos que f(g) € A e portanto nll_r}rolof”(q) =p.

Analogamente, se g € Q mas fk(q) ¢ Q para algum

k > 0, entdo devemos ter que f¥(q) € AU B e portanto
f"(q) — p quando n — oo.
Definic¢do 2. Sejam D = AUQUBe f: D — D afungédo
construida acima. A ferradura de Smale A, relacionada a
f, € o conjunto dos pontos de Q cuja érbita estd contida
em Q, ou seja,

A={q€Q:f(q9) €QVkeZ}
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Vamos estudar a dindmica de A = AL N A_ anali-
sando separadamente os subconjuntos Ay = {g € Q:

f*q) € Q parak=123,..}, A ={g€ Q: f¥(g) €
Q, parak =1,2,3,...}.

Afirmagao 1. O conjunto A é o produto cartesiano do
intervalo horizontal [0,1] por um conjunto de Cantor Kj.
E o conjunto A_ é o produto cartesiano de um conjunto
de Cantor Kj; pelo intervalo vertical [0,1].

Demonstragdo. Se a Orbita positiva de g estd em Q, de-
vemos ter, em primeiro lugar, que q € Hy U Hj, os ou-
tros pontos em Q sdo mapeados para fora de Q e den-
tro de AUB. Se f%(q) € Q, entdo, da mesma forma,
f(q) € HyUHy, isto é,q € f~1(Ho) U f~1(Hy).

Observe que, indutivamente, se H é um retangulo
horizontal, f~!(H) consiste em um par de retangulos ho-
rizontais menores. Consequentemente, f 1 (f~1(H;)) =
f2(H;) consiste em quatro retangulos, cada um com al-
tura 02, f~3(H;) consiste em oito retingulos horizontais
de altura 6, e assim por diante.

Observe, também, que na construgdo de A, dividi-
mos o quadrado Q em cinco partes e tomamos as partes
pares (os dois retangulos f~1(Q)). Em seguida, dividi-
mos cada um desses retangulos horizontais em cinco
partes e tomamos as partes pares (0s quatro retangulos
f72(Q)) e assim sucessivamente, como se observa na
figura abaixo. Ou seja, o que se faz é um processo de
construgdo analogo ao do conjunto ternario de Cantor,
obtemos portanto um conjunto de Cantor.

£(Q)
@ | = =

> £7(Q)

Figura 5: Construgdo de A .

Assim, mostra-se que A é o produto cartesiano
do intervalo horizontal [0,1] com um conjunto de Can-
tor. Note ainda que os pontos g € A sdo tais que
gef “*(Q), k€N, e, portanto, quando aplicamos as
iteradas positivas da f esses pontos g permanecem em
Q.

Analogamente, verificamos que A_ consiste no pro-
duto cartesiano de um conjunto de Cantor com o inter-
valo vertical [0,1].

O

Com essa afirmacéo e sabendo que (A x B) N (B x
C) = A x C, temos portanto que o conjunto A = A_ N
A é um conjunto de Cantor.

Assim, o conjunto A é constituido pelos pontos em
Q que, ap6s aplicacdes repetidas da fungdo f e de sua
inversa, permanecem em Q.
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n
Outro fato de facil verificacdo é que Q, = N fX(Q)
k

=—n
é a unido disjunta de 22" quadrados de lado 6".
Para continuarmos na anélise da dindmica da Ferra-
dura de Smale, vamos utilizar a dindmica simbélica que
discutiremos na préxima subsegéo.

4 Dinamica Simbdlica

Nesta se¢do iremos descrever algumas propriedades
das sequéncias a dois simbolos. Os conceitos e resulta-
dos aqui apresentados podem ser generalizados para
m simbolos quaisquer. Mais propriedades podem ser
encontradas em Devaney (1994) ou Brin (2002).

Vamos considerar o conjunto {0,1}, e seja Z; o con-
junto das sequéncias a dois simbolos s : N — {0,1}
dadas por s(i) =s; € {0,1},i € N.

Consideramos agora a fungdo d™ : £ x £ — R
dada por

e pap— .
dt(s,t) = E |S’2—lt’|
i=0

Deste modo definida, é facil verificar que d* é uma
métrica. Assim, o par (X ,d") é um espago métrico das
sequéncias a dois simbolos.

Passamos agora a generalizacdo natural de ):.2+ . Ao
invés de nos atermos as sequéncias do tipo s : IN —
{0,1}, vamos considerar as sequéncias do tipo s : Z —
{0,1}. Se s € %, entdo escrevemos

§=(...5_j...5 25 1505152+ --5iSit1---)-

O ponto () indica que s estd dividida em duas sequén-
cias, uma cuja imagem estd em ;e outra cujo dominio
estd em Z — IN.
Do mesmo modo como em Z; , definimos uma fun-
gdo d : ¥y X Xy — R dada agora por
o |si — il

d(st)= ) o

i=—o0

Deste modo, d é uma métrica em X, implicando que
(Xp,d) é um espago métrico.
Definimos a fungao shift o : £, — X, por

0’(...571'5051...):(...57150-51...).

O espago (X, o) é chamado de shift bilateral, ao passo
que (X, ,0) é o espaco shift unilateral. Os espagos shift
sd0 espagos topolégicos compactos considerando a to-
pologia produto.

A fungdo shift € um homeomorfismo em X5, ou seja,
uma é uma aplicagdo continua e bijetora com inversa
continua. Além disso, o conjunto das suas 6rbitas peri6-
dicas é denso em Y. Vamos analisar agora a quantidade
de pontos peridédicos da fungao shift, e provar que o con-
junto das 6rbitas periddicas dessa fun¢do é um conjunto
denso em X,.
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Propriedade 1. A fungdo o : Xy — X possui 2" pontos
periédicos de periodo n.

Demonstragido. Vamos provar por indugdo em n.

Para n = 1 temos 2! pontos periédicos de periodo 1,
ou seja, dois pontos fixos. Sao eles: (...0000-0000...) e
(...1111-1111...). Pois,

o(...0000-0000...) = (...0000 - 0000...)

o(...1111-1111...) = (...1111-1111...).

Vamos supor que o resultado é verdadeiro para n,
temos entdo a existéncia de 2" pontos periddicos de
periodo n. Esses pontos sdo da forma:

(-2 S1-254-150S1 -+ -Sy—1°50S1 - - - S—15051 « - - S—150S7 - - -)-

Agora precisamos verificar quantos pontos de pe-
riodo n + 1 existem. Para cada ponto periédico de pe-
riodo n precisamos acrescentar 0 ou 1 a sequéncia, logo
temos duas possibilidades para cada um dos pontos e,
pelo principio multiplicativo, temos 2".2 = ontl pontos
periédicos de periodo 1 + 1.

Portanto, existem 2" pontos periédicos de periodo 7.

O

Propriedade 2. O conjunto das 6rbitas periddicas é
denso em X,.

Demonstragio. Para provar que Per(o) é denso em X,
precisamos construir uma sequéncia de pontos peri6-
dicos T, que converge para um ponto arbitrdrio s =
(...5-25_1-50S1...) em Xp. Vamos definir a sequén-
cia de sequéncias (7;)u,n € IN, cujo termo geral é
T = (..
S0S1---Sp--.,...), isto é, T, é uma sequéncia periédica
cujas entradas sdo iguais as de s da (—n)-ésima en-
trada até a (n)-ésima entrada. Assim, como vimos,

d[Tn/S] <

eSS 25 15051 +-+Sppevuye-aS—p...S 25 1"

TS logo T, — s. O

Vamos agora escolher algum intervalo vertical / em
A_. Note que f(I) é um segmento vertical de compri-
mento 6K em Vjy ou V;. Por isso, vamos associar uma
sequéncia s = (sps152...) € ¥, para algum ponto em
| conforme a regra s; = a se, e somente se, fi(l) C V.
Assim, o termo sg indica em qual dos conjuntos V; ou
V1 que a linha [ estd localizada, s; refere-se a posicao
de f(I) com relagdo a Vp ou V; e, mais geralmente, s,
indica a posigao de f"(I) em Vp ou Vj.

Analogamente, podemos associar uma sequéncia de
0’s e 1's para algum segmento de linha horizontal i €
A . Por conveniéncia, escrevemos essa sequéncia como
...5_35_35_1, indicando que s_j = a se, e somente se,
fi(h) C Vyparaa € {01} ej € N.

A cada ponto g € A} N A_ associamos uma sequén-
cias=(...s 25 1-505152...) € Ly dadapors; =uase e
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somente se, f /(q) € V, Vj € Z. Isto posto, temos entao
a fungdo S : A — X, que a cada ponto g associa uma
sequéncia s € X, que indica o itinerario do ponto 4.
Vejamos alguns exemplos:
Analisemos as sequéncias associadas aos pontos g
em:

2) Q= kif"(Q) — F1Q)NQNA(Q)
(1.0) (1.1
H=f (V)
Huzf-l(vo){ I (0 1)
v,
(0.0)

Figura 6: Exemplo a).

Observe, na figura acima, que, por exemplo, po-
demos associar a um ponto § no quadrado superior
esquerdo a sequéncia da forma (s_p - sp), dada por
(1-0). De fato, para j = —1, como g € f~1(V;) te-

mos f(q) € V4, logo s_1 = 1. Analogamente, para j = 0
temos f°(q) = q € Vy, logo, so = 0. Logo, a um ponto g
que esta no quadrado superior esquerdo associamos a
sequéncia (1-0). Na Figura 6 temos ainda as sequéncias
associadas aos pontos dos outros quadrados.

2
b)Q= N ffQ)=f"
k=—2

Qnf-

f(Vo)

=—f"(H)=f"(V,)
£ (H,)=f (V)
=—f"'(H,)=f (V)

Figura 7: Exemplo b).

Note que agora a codificagdo de um ponto g no qua-
drado superior esquerdo se d4 da mesma forma que
anteriormenete acrescentando-se dois termos, assim a
sequéncia é (s_»5_1 - Sps1), onde s_j continua sendo 1 e
sp continua sendo 0. Analisemos agora s_j, a551m para
j = —2,como q € f~2(Vp) temos, f(q) € f~1 (V) e
f%(q) € Vo, logo s_» = 0. Analogamente, para j = 1
temos g € f(Vp) e portanto f~1(q) € Vp, logo s; = 0.

HQ)NQnf(Q)N
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Portanto, a sequéncia associada ao ponto q que estd no
quadrado superior esquerdo é (01 - 00).

A figura abaixo indica as representac¢des em X, dos
pontos contidos nos 2* quadrados de Q.

)(01.01)(01.11) (01.10)

(01.00
(11.00) (11.10)
- (11.11)
G “ (10.10)
ﬁ:ﬂ':{ (10.11)
(10.00) | ﬂ\ ™ (00.10)
00.00) \ (10-0D 0 11y
(00.01)

Figura 8: Sequéncias associadas aos pontos g no exemplo
b).

Para utilizar o operador shift, precisamos de uma
determinada equivaléncia entre a ferradura e o espago
das sequéncias a dois simbolos. Esta equivaléncia é
obtida através de um homeomorfismo, isto é, uma apli-
cacdo que preserva as propriedades topoldgicas entre a
ferradura e o shift.

Definigao 3. Sejam f: M — M e g: N — N fungdes.
Dizemos que f é topologicamente conjugada a g, f ~ g, se
existe um homeomorfismo /1 : M — N tal que ho f =
goh.

Nao é dificil de verificar que se f e g sdo topologica-
mente conjugadas entdo elas possuem, por exemplo, a
mesma quantidade de pontos periédicos, pontos fixos,
entre outras propriedades.

Proposicdo 2. A fungdo S: A — X, é uma conjugagao
topoldgica entre as fungdes f |5 e 0.

Demonstragio. Comecemos por verificar que 0o S =
So f. Consideremos um ponto g4 € A. Deste modo,
da definicdo da S temos que S_(j+1) = i se, e sO se,
f*1(q) € Vi, ou seja, se e s6 se, fITl(q) € Vi .

Por outro lado, fI*1(q) = f/(f(q)) € Vi se, e s6 se,
t = k, ou seja, f/“( ) € VL. Assim, temos que
fI*1(q) € Vi_,, e ao mesmo tempo, fI*!(q) € Vi
Vi € N, 1ogo Vs (+1) =V ;i ou seja, S_(j+1) = tj
Vj € N e, portanto, o(s) = t, pois s estd deslocada
apenas uma entrada para a esquerda em relacdo a t.
Logo, ao aplicarmos a fungdo shift temos o (s) = ¢, isto
é,0(s) =0(S(q)) =t =S(f(g)). Verificamos assim que
(@oS)(q) = (So f)(4)



Ciéncia e Natura, Santa Maria, v. 36 n. 1 jan-abr. 2014, p.018-029

Vejamos agora que S é continua. Dado & > 0 existe
np € N tal que d(s,t) < e. Consideremos a vizinhanga
N={t:tj=sjj€{-ny...no}t} des = S(q). Para
ng fixo, a continuidade de f garante que existe § > 0
tal que, para p € A com |[p—q| <6, fI(p) € Vs_;, para
j € {—ng,...mp}. Assim, set = S(p)elp—gq| <,
entdo f € N, o que prova a continuidade de S.

Para concluirmos que S é sobrejetiva, comecemos

n .
por provar, por indugdo, que o conjunto () f/(Vs)) é
j=1
uma faixa horizontal com largura 6", para qualquer
s € Xp. Seja entdo s € X,. Para n = 1, temos que
f~Y(Vs,) = Hs,, que é uma faixa horizontal de largura

n .
¢. Fixado n, a hipétese de inducdo é que ) f7/(Vy))
j=1
é uma faixa horizontal com largura ¢". Vejamos entao

paran+1:

n+1

Nf7(Vy) =
j=1

= Ve) N T (Ve) N (V)
n+1

N fF7H(vs)

j=2

=f V) nf

Note que V;; serd sempre Vy ou V; e sua largura
depende das iteradas negativas da f. Assim, f~1(V; i)
tem largura 9, f _2(VS],) largura 52, etc.

Assim,

n+1

N7 Ve) | = F (Ve NN (Ve )

j=2

e por hipétese de indugdo é uma faixa vertical de largura
on.
Logo,

n+1
SN F7(vs)

j=2
tem largura 6"*! e portanto,

n+1

N F7(vs)
j=1

tem largura 6"*t1 concluindo nossa afirmacdo.
Fazendo n tender a infinito, concluimos que, pelo

oo
Teorema dos Intervalos Encaixantes, ) f ‘/(Vsl.) #+ @
j=1
e, de fato é um segmento de reta horizontal. Analoga-

0 .
mente (| f7/(V;) # @ é um segmento de reta vertical.
j =—00
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{ee]

+ ,
Assim, o conjunto () f7/(V;;) € formado apenas por

um ponto g dado pela intersecdo das retas horizontais
e verticais descritas acima. Em particular, esse conjunto
é ndo-vazio. Para esse ponto g, resulta que S(g) =s e,
portanto, S é sobrejetiva.

Por dltimo, mostremos que S é injetiva. Suponha-
mos que S(q) = S(p) = s. Para qualquer j, temos que
f(p), f(g) € Vi, uma vez que p,q € (V). Como j

oo
é qualquer, resulta que p,g € N f/ (Vsj), e portanto, p
j=1
e g estdo no mesmo segmento de reta vertical; resulta
0 .
também que pg e N (Vs ;) e, portanto, p e q estdo
jzfoo
no mesmo segmento de reta horizontal. Assim, e do
o
fato que o conjunto () f ’](Vsj) é composto de um
j:—oo
tnico elemento, concluimos que p = g, o que termina a

demonstracéo.
O

Para analisar mais propriedades da dindmica da fer-
radura de Smale, precisamos descrever os conjuntos de
atracdo e repulsdo de pontos. Dizemos que os pon-
tos py e p2 sdo futuramente assintoticos ou simplesmente
assintdticos, se f"(p1), f*(p2) € D, para todon > 0 e
nlgrc}o Ilf"(p1) — f"(p2)|| = 0. Respectivamente, sdo assin-

téticos para trds se f"(p1), f"(p2) € D, paratodon < 0e
im_[|f"(p1) — f(pa) = 0.

Definigao 4. O conjunto estdvel de p é dado por

W2 (p) = {z € D;[If"(2z) = f"(p)Il = 0,n = oo}

E o conjunto instdvel de p é dado por

W¥(p) ={z € D;[If"(z) = f"(p)| = O,n — oo}

Equivalentemente, o ponto z estd em W*(p) se pe z
sdo futuramente assintéticos.

Os conjuntos estavel e instdvel de pontos em A :
Consideremos o ponto fixo p* que estd em Vj e tem
associado a sequéncia (...00-00...). Note que p* esta
em algum segmento vertical /s e que qualquer outro
ponto em s, como vimos, é futuramente assintético para
p*, logo este ponto estd em W*(p*). Mas existem outros
pontos em W*(p*) que ndo estdo em I;. Suponha que
o ponto g eventualmente tende a I;. Entdo existe um
inteiro n tal que || f"(q) — p*|| < 1. Portanto, como
p* é tal que f¥(p*) = p* para qualquer k € N, temos
que [|f(q) — f(p*)ll = [f"*(q) — p*|| < 6", onde
0 < 1 é o fator inicial da defini¢do de f. Isto implica que
lf"(q) — f"(p*)|| tende a zero quando n vai para infinito
e portanto temos que g € W*(p*). Assim, a unido de
intervalos verticais dado por fk( I) parak =1,2,... estdo
todos em W*(p*).
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Desde que f(D) C D, o conjunto instavel de p*
assume uma forma um pouco diferente, “como uma
cobra". O segmento de linha horizontal /,, através de p*
em D, claramente estd em W"(p*), pois qualquer ponto
em [, é assintético para p*, desde que p* estd em [,
também. Os outros pontos desse conjunto instavel estdo
em algum intervalo horizontal f *k(lu).

Agora, vamos descrever os conjuntos estavel e ins-
tavel utilizando a nogao do operador shift. Seja s* =
(c..8% 58" 5487 ...) € Lo. Se t é uma sequéncia que
coincide com s* a partir de algum termo, entdo t €
W5 (s*). Ou seja, dado t € W*(s*) se existe k € IN tal
que t; = s} para todo i > k, entdo t € W3(s*). De
fato, para mostrar que t € W°(s*) basta verificar que
dlo(s*),0(t)] — 0, isto é

& o(sp) —o(t)]
) — o — 0.

i=—o00

Note que podemos aplicar a fungdo shift nos pontos
t e s* de modo que tenhamos t; = s} parai € {—m, —
m+1,...,m—1,m}, ja que por hipétese t; = s para
1
—— e portanto tende a 0
m—1

2
quando m — oo. A reciproca também ¢é verdadeira.

Isso finaliza uma descri¢do elementar da dindmica
da ferradura de Smale. Um préximo passo para o enten-
dimento aprofundado da ferradura de Smale pode ser
dado pela andlise dos textos cldssicos como Palis (1982),
Nitezcki (1971) e Smale (1967).

i > k, logo, vale que d[s*,t] <

5 Ferradura de Bowen

Seja f : M — M um difeomorfismo em um subconjunto
compacto do R%. Vamos supor que f satisfaz o Axioma
A de Smale. Assim, o conjunto nio-errante de f, Q(f),
é decomposto em conjuntos bésicos, conforme Smale
(1967). Seja Q) um desses conjuntos basicos, definimos
Wi (Q)={xeM: f"(x) - Q quando n — +oo}.

Um resultado conhecido atribuido a R. Bowen e D.
Ruelle afirma que se f é uma aplicacao de classe C?
entdo o conjunto W*(Q)) terd medida de Lebesgue nula,
a menos que () seja um atrator.

O restante desse trabalho estd dedicado a prova do
seguinte resultado.

Teorema 3. Existe uma ferradura de classe C! com me-
dida de Lebesgue positiva.

Sejam I um intervalo fechado ndo degenerado da
reta real e (a,),cN uma sequéncia de niimeros onde
(o)
&y > 0 nameros tais que Y a, < I(I), onde I(I) é o
n=0
comprimento do intervalo I.
Sejaa = ajay...a, € Z;r uma sequéncia de 0's e
1’s de comprimento n = n(a). Podemos permitir que a
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sequeéncia a seja vazia, desde que o comprimento n(a)
seja nulo.
Definimos I = I = [a,b] e deste intervalo remove-
a+b way a+b w
2 22 "2

mos o interior do intervalo [} =

note que I é tal que I, C Ip.

Ao removermos o interior do intervalo I3 de I,
restam um intervalo fechado a esquerda e outro a direita,
0s quais denotamos, respectivamente, por Iy e I;.

De cada um desses intervalos I (k = 0,1) removemos

. . . " . 1
o interior dos intervalos I} de comprimento - ecomo

mesmo centro de .

Assim, teremos quatro intervalos remanscentes que
denotaremos, da esquerda para a direita, respectiva-
mente, por Iy, Io1, I1p e I11.

Repetimos o processo e o definimos recursivamente.
Considerando a sequéncia 4, de comprimento n = n(a)
definimos I, e I, os intervalos a esquerda e a direita
remanescentes quando o interior de I; é removido de I,.

By (ak)
n(ak)

E, temos que I, (k = 0,1) tem comprimento

mesmo centro de .
Assim, o conjunto de Cantor K é dado por

KI:m U Lo,

m=0n(a)=m

onde os intervalos que foram removidos do intervalo
I tem comprimentos distintos. A medida de Lebesgue

[ee]
de Ky é m(Ky) = I(I) — Y ay. Note que esse conjunto
n=0

[ee]

de Cantor pode ter medida nula, ja que Y. «, < I(I).
n—

Para que esse conjunto tenha medida positiva, bastaria

[e9]
considerar Y. a, < I(I).
n=0
Suponha que sdo dados outro intervalo ndo dege-

nerado | e uma sequéncia de nameros (B;),eN com
[e9)

Bn>0e Y Bn <I(]). Podemos construir J,, J; e K; da
70 -

n=
mesma forma que fizemos para o intervalo I.

Bn

Vamos assumir agora que o — ¢ > 0 quando

n — oo. Escolha uma sequéncia dg ntmeros (6, ),enN tal
que 6, — 0, quando n tende a infinito, e para cada a
considere g, : I} — J; um difeomorfismo de classe C!
que preserva a orientagao.

Assim, fixado o comprimento de uma sequéncia g,
consideramos um difeomorfismo g, : I; — J;. Por
exemplo, fixado n(a) = 1, temos que I; :7% U I(fu If e
Ji = J3UJi UJi. Um exemplo de g, estd apresentado
na proxima figura.

Além disso, supomos que g, satisfaz

(a) g4(x) = 7 para x em uma extremidade de I;;

(b) g, (1) esta contido em um intervalo gerado por

’
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1=[a,b] d
=ed] R /
“""Iu‘ Jo*
V'S A

Figura 9: Exemplo de difeomorfismo que preserva ori-
entacao

== % + J,. Considerando todas as sequéncias a,
n
temos entdo a fungdo g: U Iy — UJs.
a — a
Entdo, estendemos g de J I; por continuidade para
-

uma aplicagdo G : I — J. Pelo Teorema da Extensdo,
veja Lima (1970) temos que a fungdo G existe e é tal que

G =&
Vamos verificar que G é de fato um homeomorfismo.
Para isso, vamos analisar os diagramas abaixo:

g I* ]*
-t o o
lm,i

Idlil l[d,i Id]‘il

I —— ] I «/—— ]
G G-1

Pelo Teorema da Extensao, existe G : I — ] de classe
C%. E, como g é um difeomorfismo, temos que existe
¢ 1] — IF e assim, podemos estender g~ ! para uma
funcdo G!: ] — I também de classe C’. Resta saber se
G~ é a funcdo inversa de G. Para isso, vamos verificar
que G loG=1IdjeGoG! =1d.

De fato, pelos diagramas acima temos Idj: o g =
Goldy e Idy; ogl=G1o Idjx. Pela primeira igual-
dade temos que Idj: = Go G™!, e partindo da segunda
igualdade obtemos Id;: = G0 G.

Exatamente como queriamos. Logo, G~! ¢ a fungao
inversa de G, ambas de classe C°. Portanto, G é um
homeomorfismo.

Na verdade, temos que G é de classe C! com deri-
vada 7y em cada ponto do conjunto de Cantor K;. Vamos
verificar abaixo que G'(x) = 7 para x € K.

Primeiramente, note que os extremos dos intervalos
Iy sdo pontos do conjunto de Cantor Kj, ja que, em sua
construgdo, removemos apenas o interior de cada I;.
Logo, pelo item (a) acima, temos G’(x) = v para x nos
extremos de I;.

Mas, além desses pontos, existem outros infinitos
pontos no conjunto de Cantor. Tomemos entdo uma
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sequéncia de pontos extremos x, tal que x, = x € K,
onde x ndo é extremo. Isso é possivel, visto que todos os
pontos do conjunto de Cantor sdo pontos de acumulagao.
Da continuidade de G temos que G(x,) — G(x). Note
que, por um lado

lim (Hm G(an+h) - G(xn)>

h—0 \n—o0 h

= 1i =
hlg?)')’ Y

e, por outro lado,

lim Jim S HH) = Glxn)
h—0 n—rc0 h

G(x+h) —G(x)
h

= lim

h—0

=G'(x).

Logo, G'(x) = -y para x € K|.
Agora, iremos construir a ferradura com medida
positiva. Primeiro, seja a sequéncia (B, ),en com B, > 0,

):,Bn<2eM—>l.

n=0 ,Bn
Sejam | = [-1,1],I = [%,l] e consideremos a
sequéncia (a),eN dada por a, = p ”2+1. Entdo, ¥ a, <
n=0

I(I)ey=2.

Assim, obtemos um difeomorfismo G : I — | de
classe C! como anteriormente.

Para construirmos a ferradura com medida positiva,
devemos levar em consideracao as propriedades da fun-
¢do G. Nesse caso, a principal delas é a preservacao da
orientacdo. Portanto, faremos os passos andlogos da Fer-
radura de Smale: contrairemos o quadrado S na direcao
vertical, esticaremos na diregao horizontal e, por dltimo,
dobraremos em forma de ferradura intersectando com
S. Essa nogdo geométrica do que deve acontecer com S
estd traduzida na defini¢do do difeomorfismo f dada a
seguir.

Consideramos um difeomorfismo f : S — R?, onde
S =] x ], por:

L f(xy) = (G(x),G (), para (xy) € [ x ],
2. {(x,y) = (G(—x), =G (y)), para (xy) € (—1) x
e

3. f(T)N(Jx]) =@, onde T = (—%%) x J.
Observe na Figura 10 que, qualquer ponto (x,y) €
I x J é levado pela f em um ponto (G(x),G™(y)) €
J x I. Em particular?, f(1,y) = (G(1),G'(y)). Note
que G(l) = 1, pois, caso contrério, existiria algum ponto

ce [%,1) tal que G(c) = 1, mas dessa forma, G(c) >

2Por simplicidade vamos denotar f(1,) como sendo a imagem por
f do conjunto {1} x J.
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G(1), o que contradiz o fato de G preservar a orientagao.
Portanto, f(1,y) = (1,G (y)), como estd indicado na
figura abaixo.

Da mesma maneira, temos

(50)=(c(B) c'm) = 16 o

Se G (%) fosse diferente de —1, haveriaum ¢ € <%,1}

tal que G(c) = -1< G <%> , 0 que novamente contra-

diz o fato de G preservar a orientagdo. Assim, do fato
de G ser continua e preservar a orientagdo temos que a
imagem por f de I x | estd apresentada na Figura 10.

~ ~

1 IxJ 1 f(IxJ)

% f
A &
a1 inal(/ T ] I

~

Figura 10: Construcao Ferradura de Bowen 1.

Analogamente, analisamos o caso em que (x,y) €
(—1I) x J. Nesse caso, temos f(x,y) = (G(—x), -G (y)) €
J x (=I).E, em particular, f(—1,y) = (G(1),— G !(y)) =

a6 wyes(-Ba) = (6(5).67), como
pode ser observado na Figura 11.

~N ”~N
-D)xJ
(-I) i )

B, T | 4 d
N
1

f((-DxT)

Figura 11: Construgdo Ferradura de Bowen 2.

Resta analisarmos o que ocorre com a regiao

quando aplicamos a funcdo f. Para isso, vamos con-
siderar um segmento de reta AB onde A € I x | e
B € (—I) x ]J. Note, na Figura 12, que quando apli-
camos o difeomorfismo f, a curva f(AB) esta ligada,
sem interupgdes, por um ponto em f(I x J) e outro em
f((=I)xJ),ecomo f(T)N (] x J]) =D e G preserva a

Maciel; kreutz | A ferradura de medida ...

~

~f(A)

o]
>

—~f(B)

f(T)

Figura 12: Construgao Ferradura de Bowen 3.

orienta¢do, concluimos que f(T) é uma regido como a
descrita na Figura 12.

Assim, definimos a ferradura () como sendo o con-
junto

+o00
Q= ﬂ fn(S) = K] X K]
n=-—o0o

Note que, analogamente a construcao da ferradura
de Smale, as iteradas f"(S) para n < 0 serdo dadas por
ferraduras colocadas na posigao vertical em S. Portanto,
teremos de fato uma ferradura de Smale ao fazer a
intersegdo de todos esses conjuntos.

A ferradura de Bowen () tem medida de Lebesgue
dada por

m(Q) = m(K; x Ky) = (m(Kj))>.

(o)
Mas m(Kj) =2 — ¥ B, > 0 uma vez que utilizamos
n=0

(o]
Bn < 2. Logo,
0

n=|

. 2
m(Q) = (24 Zﬁn) > 0.
n=0

Finalizando assim a construgao da ferradura de Bowen.

Exemplo 1. Outro exemplo de ferradura com medida
positiva é dado quando permitimos que a fun¢do G nao
preserva a orientacdo. Nas condig¢des da construgao de
Q) dadas acima, seja o difeomorfismo f : S — R? dado

por
L f(xy) = (G(x),G ! (y)), para (xy) € [ x ],

2. f(xy) = (G(x), =G '(y)), para (x,y) € (=1) x ]
e

3. A(T)N(Jx])=D,onde T = <—%,%) X J.
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Figura 13: Exemplo.

Observe, na figura acima, que qualquer ponto (x,y) €
I x ] élevado pela f em um ponto (G(x), G (y)) € ] x
I, da mesma forma que anteriormente. Mas, os pontos
(x,y) € (—I) x J s@o levados pela f em pontos do tipo
(G(x), = G (y)), ouseja, f(~1y) = (-1, -G '(y)) e

G ndo preserva a orientacao.
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